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Vorwort

Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen entstanden, die ich an der Uni-
versitdt Augsburg und der RWTH Aachen gehalten habe. Aus der Fiille
des vorliegenden Materials im Bereich der Informationstheorie sind in vier
Kapiteln wichtige Begriffsbildungen und Ergebnisse zusammengestellt. Aus-
gangspunkt ist der von Shannon geprigte Begriff der Entropie. Er ermoglicht
die theoretischen Untersuchungen zur Kodierung diskreter Quellen und die
abstrakte Bewertung der Ubertragungsgiite von diskreten Kanilen. Den Ab-
schlufl bildet ein Kapitel iiber fehlerkorrigierende Kodes. Diese sehr kurze
Einfiihrung in die Kodierungstheorie scheint mir wichtig, um wenigstens ei-
nige Konzepte und Verfahren zur Konstruktion fehlerkorrigierender Kodes
mit kleiner Irrtumswahrscheinlichkeit bereitzustellen, deren Existenz durch
den Shannonschen Fundamentalsatz gesichert wird. Wegen ihres hohen Da-
tendurchsatzes und der effizienten Implementierbarkeit sind hierbei die Fal-
tungskodierer mit ihrer Trellis-Darstellung und dem Viterbi-Algorithmus
zur Dekodierung besonders behandelnswert.

Nach meiner Erfahrung deckt der Stoff eine vierstiindige einfithrende Vor-
lesung iiber Informationstheorie ab, bei der die konstruktive Kodierungs-
theorie allerdings nur kurz angeschnitten wird. Zum Abschluf jedes Kapi-
tels finden sich Ubungsaufgaben, die nach Studium des zugehorigen Stoffs
ohne weitere Hilfsmittel gelost werden kénnen. Insofern eignet sich das vor-
liegende Buch sowohl als Begleitmaterial zu einer Vorlesung als auch zum
Selbststudium. Im Text sind parallel zu den deutschen Fachbegriffen auch
die englischen eingefiihrt, sofern sie sich nicht nur leicht in der Schreibweise
unterscheiden. Diese finden sich auch im Index wieder. Ich mdchte hiermit
Anfangern den Einstieg in die englische Literatur erleichtern.

Wichtige Konzepte zur Modellierung von Nachrichtenquellen und Uber-
tragungskanélen stammen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Fiir den vor-
liegenden Text reichen in den meisten Féllen diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilungen aus. Die wichtigsten Definitionen und Sétze werden in einem



einfiihrenden Kapitel bereitgestellt. Dieser Abschnitt ist allerdings nur als
kurze Wiederholung gedacht, eine griindliche Erarbeitung des Stoffs sollte
in einfithrenden Vorlesungen oder Biichern iiber “Stochastik” erfolgen.

Ich hoffe, mit dem vorliegenden Buch eine Stoffauswahl anzubieten, die In-
formatikern, Mathematikern und auch an Grundlagen interessierten Elektro-
technikern eine griindliche Einfiihrung in diskrete Modelle der Informations-
theorie erméglicht. Auf Exaktheit und Motivation der eingefiihrten Begriffe
wird hierbei besonderer Wert gelegt.

Dr. Gerd Briicks und Dr. Rolf Hager haben durch gewissenhaftes Durch-
sehen von Vorgéngerversionen des Manuskripts einige Unklarheiten und
Schreibfehler in der endgiiltigen Fassung verhindert, wofiir ich ihnen herzlich
danke. Weiterhin mo6chte ich Dr. Jiirgen Mattfeldt und Dr. Thomas Niessen
danken, die einige interessante Ubungsaufgaben beigesteuert und durch ihre
Kritik zur Verbesserung der endgiiltigen Fassung beigetragen haben.

Aachen, im SS 1996 Rudolf Mathar
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1  Einleitung

Mit dem Schlagwort ‘Informationszeitalter’ wird die Wirkung der wichtig-
sten Ressource der heutigen Zeit charakterisiert. In der Tat scheint es so zu
sein, daf} der leichte Zugang zu vielfiltigen Informationen den wissenschaftli-
chen Fortschritt zumindest in technischen Bereichen erheblich beschleunigt.
Natiirlich ist ‘Information’ ein weitspannender Begriff, dessen Bedeutung
nur aus dem jeweiligen Kontext hervorgeht. Informationstheorie behandelt
nicht den Inhalt oder die Bedeutung von ‘Informationen’, sondern Systeme,
Modelle und Methoden zur Beschreibung der Entstehung und Ubermittlung
von Daten.

Informationsiibertragende Systeme lassen sich nach ihrer Funktionsweise in
analoge und digitale unterscheiden. Beispiele fiir analoge, kontinuierliche
Informationsiibertragung sind Radio, Fernsehen, Schallplatten, Telefon und
motorische Reize auf Nervenbahnen bei biologischen Systemen. Digitale, dis-
krete Ubertragung findet zum Beispiel bei Compact Discs, Digital Audio
Tapes, Computernetzwerken, digitaler Sprach- und Dateniibertragung beim
Mobilfunk und bei digitaler Bildiibertragung auf Satellitenkanélen statt. Bei
einigen dieser Beispiele konnen die Grenzen jedoch nicht scharf gezogen wer-
den, da moderne Kommunikationssysteme wegen der besseren Qualitét, den
effizienteren Fehlerkorrekturverfahren und der leichteren Implementierbar-
keit zunehmend auf digitaler Ubertragungstechnik basieren.

Wir werden uns mit diskreten Systemen bei der Erzeugung und Ubertragung
von Signalen beschéftigen. Typischerweise hat man bei solchen Systemen ei-
ne Quelle, die zu diskreten Zeitpunkten Nachrichten oder Signale aussendet.
Diese Signale werden durch einen Quellenkodierer komprimiert. Fiir Ausga-
bebldcke von Buchstaben des Quellenkodierers stellt der Kanalkodierer dann
eine Menge von Kodewortern bereit, die fehlerrobust iiber einen gestorten
Kanal iibertragen werden kénnen. Nach Ubertragung wird dieser Vorgang
wieder umgekehrt. Zunéchst dekodiert der Kanaldekodierer in die urspriing-
lichen Blocke, die der Quellendekodierer beim Ziel in der dort lesbaren Form
abliefert.
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Quelle Ziel
Quellenkodierer Dekodierer
Kanalkodierer —— Kanal —| Kanaldekodierer

zuféllige Stérungen

Abb. 1.1 Das Modell der Informationsiibertragung

Zwei verschiedene Zielsetzungen der Kodierung kristallisieren sich bei die-
sem Prozefl heraus. Im Quellenkodierer lautet die Aufgabe, durch Entfer-
nen von Redundanz Information zu verdichten, um mit moglichst wenig
Aufwand die angebotenen Quellwortern iibertragen zu koénnen. Der Ka-
nalkodierer hat zum Ziel, einen Kode bereitzustellen, dessen Kodeworter
auch nach Ubertragung im gestérten Kanal trotz des Auftretens von Feh-
lern noch identifiziert werden kénnen. Hier wird gezielt wieder Redundanz
hinzugefiigt, allerdings so, dal mit den iiberfliissigen Bits eine moglichst
grofe Zahl von Ubertragungsfehlern korrigiert werden kann. Ist die Quelle
zum Beispiel ein Terminal, das Buchstaben im ASCII-Kode erzeugt, konnte
als Quellenkodierer eines der bekannten Datenkompressionsprogramme ver-
wendet werden. Ein Faltungskodierer wiirde Blocke des komprimierten Files
mit Redundanzbits zur eventuellen Fehlerkorrektur versehen. Diese vor Feh-
lern geschiitzte Information wird iibertragen, beim Empfanger dekodiert und
wieder dekomprimiert. Abbildung 1.1 zeigt den Ablauf der Ubertragung als
Blockschaltbild.

Die Aufgabe lautet nun, geeignete mathematische Modelle zu finden, die die
einzelnen Komponenten und ihr Zusammenwirken beschreiben. Haufig wer-



den dazu stochastische Modelle benutzt, insbesondere dann, wenn zuflli-
ge Einfliilsse wirken. Zufall kommt zum Beispiel ins Spiel, wenn nur eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung der ausgesendeten Signale bekannt ist (etwa
die Verteilung der Zeichen des lateinischen Alphabets in einem deutschen
Text) oder zufillige Stérungen von Signalen bei der Ubertragung im Kanal
(Rauschen) auftreten.

Hauptanliegen dieses Textes sind mathematische Modelle von Kommuni-
kationssystemen. Diese orientieren sich unmittelbar an den physikalischen
Systemen, die Daten erzeugen oder iibertragen. Stochastische Modelle und
Methoden sind besonders geeignet, um die Zufallsphinomene bei der Entste-
hung und Ubertragung der Daten zu beschreiben. Dies war der Startpunkt
der Theorie, die C. E. Shannon mit seinem 1948 veroffentlichten Aufsatz
“A mathematical theory of communication” (siche [33] oder [34]) begriindet
hat. Das Hauptaugenmerk lag zunéchst auf der funktionellen Beschreibung
von Kodierern im Rahmen der Stochastik und Nachweisen ihrer Existenz
bzw. Nichtexistenz unter bestimmten Qualitétsanforderungen. Spéter hin-
zugekommen sind Anwendungen in der Kryptologie, fiir die Unsicherheit
und Redundanz zur abstrakten Messung von Sicherheit eine zentrale Rolle
spielen. Wichtige Auswirkungen hat die Theorie auch auf die Entwicklung
von fehlerkorrigierenden Kodes, die Untersuchungsgegenstand der Kodie-
rungstheorie sind.

Die Informationstheorie hat sich weiterhin schwunghaft entwickelt. Sie hat
sich je nach Setzung der Schwerpunkte

e als Bereich der Wahrscheinlichkeitstheorie, insbesondere bei ergodischen
Prozessen, und mit modifizierten Konzepten auch in der Statistik etabliert
(siehe [4], [22]),

e auf der algebraischen Seite zu konstruktiven Methoden in der Kodierungs-
theorie gefiihrt (siehe [16], [30], [37]),
e fiir die Kryptologie grundlegende Konzepte bereitgestellt (siehe [36]), und

e sie beschiftigt sich auf der angewandten Seite mit Komplexitatsuntersu-
chungen und Implementierungsfragen (siehe [2], [7]).

Der Text beginnt mit einem einfiihrenden Kapitel in die stochastischen
Grundlagen, das eher zur Festlegung der forthin verwendeten Notation als
zur Erarbeitung des Stoffs gedacht ist. Anschlieflend wird das Blockschalt-
bild aus Abbildung 1.1 stufenweise mit Leben erfiillt. Zur Charakterisierung
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des stochastischen Verhaltens von Quellen wird in Kapitel 3 die Entropie
mit ihren vielfdltigen Eigenschaften eingefiihrt. Datenkompression und op-
timale Kodierung sind die Ziele des Quellenkodierers in Kapitel 4. Die an-
schlieBende Ubertragung in gestorten Kanilen wird in Kapitel 5 behandelt.
Algebraische und algorithmische Aspekte treten in den Vordergrund, wenn
in Kapitel 6 Kodes entwickelt werden, die Fehler korrigieren kénnen.

Mit dem Zeichen m wird durchgehend das Ende von Beweisen und Beispielen
markiert.



2  Stochastische Grundlagen

In den nachfolgenden Abschnitten werden grundlegende Kenntnisse der
Wabhrscheinlichkeitstheorie als bekannt vorausgesetzt. Insbesondere sollten
diskrete Zufallsvariable und Folgen von Zufallsvariablen, der Erwartungs-
wert diskreter Zufallsvariablen und elementare bedingte Verteilungen be-
kannt sein. Wir bendtigen weiterhin das Gesetz grofler Zahlen, den Begriff
einer stationdren Folge von Zufallsvariablen sowie einige elementare Sach-
verhalte zu Markoff-Ketten.

Die zugehérigen Definitionen werden im folgenden Uberblick zusammenge-
stellt. Dieses Kapitel dient eher dazu, durch kurzes Nachlesen die darge-
stellten Begriffe zu wiederholen als zu einer Erarbeitung der Materie. Eine
griindliche Behandlung des Stoffs findet sich zum Beispiel in [24].

2.1 Zufallsvariable und ihre Verteilung

Zufallsvariable sind ein bequemes Hilfsmittel, um nicht deterministisch vor-
hersagbare Ergebnisse zu beschreiben. Die genaue Kenntnis des Wahrschein-
lichkeitsraum, auf dem eine Zufallsvariable definiert ist, ist meist nicht von
Interesse, von Bedeutung ist oft nur seine Existenz. Ungleich wichtiger in
stochastischen Modellen ist die Verteilung von Zufallsvariablen, die in der
folgenden Definition eingefiihrt wird.

Definition 2.1 (Zufallsvariable)
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, B) ein MeBraum. Ei-
ne Abbildung X : Q — X heift Zufallsvariable (ZV), wenn

X"Y(B) e A firalle B € B. (2.1)

Bedingung (2.1) hei8t MeBbarkeit der Zufallsvariablen X . Fiir mefibare Zu-
fallsvariablen ist fiir alle B € B wohldefiniert

PX(B)=P(X'(B))=P({we Q| X(w) € B}) = P(X € B).
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PX ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (X,B), sie heifit Verteilung
der Zufallsvariablen X .

Um hervorzuheben, dafl eine Zufallsvariable X Abbildung von € nach X
und zusétzlich mefibar ist, wird die Notation X : (Q2,.4) — (X, B) benutzt.

Definition 2.2 (diskrete Zufallsvariable)

Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn eine hochstens abzdhlbare Menge
T existiert mit PX(T) = P(X € T) = 1. T = Ty heiit Tréger von X bzw.
von PX.

Besitzt eine Zufallsvariable X die Verteilung P~ so schreiben wir X ~ PX.
Ist die Verteilung von X diskret mit P(X = x;) = p;, i = 1,...,m, und ist
p = (p1,-..,pm) der zugehorige stochastische Vektor, so bedeutet X ~ p,
da X die durch p beschriebene Verteilung besitzt.

Satz 2.1 (gemeinsame Verteilung, Zufallsvektoren)

Seien X1,...,X, Zufallsvariable, definiert auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P), X; jeweils mit Werten in Mefrdumen (X;,B;). Seien X =
X1 X und B = @, B; die Produkt-o-Algebra. Die gemeinsame Vertei-
lung PX = PX1Xn) des Zufallsvektors X = (X1,..., X,) auf (X, B) ist
bereits eindeutig bestimmt durch

PX(By x---x B,) =P(X, € By,..., X, € By)
fiir alle B; € B;, i =1,...,n.

Analog zu obigem bedeutet X ~ PX, daf der Zufallsvektor X die Vertei-
lung PX besitzt.

Satz 2.2 (Folgen von Zufallsvariablen)

Sei { Xy, }nen eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P), X,, jeweils mit Werten in Mefirdumen (X, B,,). Seien X =
X 21X und B = @2, B; die Produkt-o-Algebra. Die gemeinsame Vertei-
lung P} der Folge auf (X, B) ist eindeutig bestimmt durch

p{Xn}(B1 X oo X By X X1 X o) = P(Xl""’X")(Bl X ... X Bp)
=P(X, € By,...,X, € B)

fir allen € N, B; € B;, i = 1,...,n. PX»} wird also bereits durch die
endlich-dimensionalen Randverteilungen eindeutig definiert.
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Definition 2.3 (stochastische Unabhéngigkeit)
Zufallsvariablen X, ..., X,, heiflen stochastisch unabhéngig (s.u.), wenn

PG Xa)(By x - x By) = PXY(By)--- PX(B,)
fiir alle B; € B; oder dquivalent
P(Xy€By,...,X,€B,)=P(X1€By)---P(X, € By)

fiir alle B; € B;.

Eine Folge von Zufallsvariablen {X,}nen heiBit stochastisch unabhéngig,
wenn die Zufallsvariablen X1, ... X, fiir alle n € N stochastisch unabhéngig
sind.

Fiir diskrete Zufallsvariable vereinfacht sich Definition 2.3 auf die folgende
Beziehung.

Lemma 2.1 Seien Xy,...,X,, diskret mit Trédgern 7T1,...,7,. X1,...,X,
sind stochastisch unabhéngig genau dann, wenn

P(Xlle,,Xn:xn):P(Xlle)P(Xn:xn)
fiir alle xz; € 7;, 1 <i <mn.

Stochastische Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen ist also dquivalent zur
stochastischen Unabhéngigkeit der Ereignisse {X; € B1},...,{X,, € B,} im
Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.A, P) fiir alle B; € B; im Sinn der bekannten
Durchschnitts-Produkt-Beziehung.

Das folgende Lemma gestattet die Uberpriifung der stochastischen Un-
abhéngigkeit induktiv jeweils durch Anhéngen einer weiteren unabhéngigen
Zufallsvariablen an einen Vektor aus stochastisch unabhéngigen Komponen-
ten.

Lemma 2.2 Zufallsvariable X1, ..., X, sind stochastisch unabhéngig ge-
nau dann, wenn (X1,...,X;) und X; stochastisch unabhéngig sind fiir
allej=1,...,n—1.
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Stochastische Unabhéngigkeit der gesendeten Buchstaben ist fiir viele Quel-
len zu restriktiv. In natiirlichen Sprachen bestehen offensichtlich Abhéngig-
keiten zwischen aufeinanderfolgenden Buchstaben. Ein adiquates Modell
sind stationdre Folgen von Zufallsvariablen, bei denen die Invarianz aller
endlich-dimensionalen Randverteilungen gegen eine Verschiebung des In-
dexbereichs gefordert wird. Interpretiert man die Indizes als Zeitparameter,
ergibt sich die zeitliche Invarianz des stochastischen Verhalten der Quelle,
d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Buchsta-
bensequenz ab der Zeit n = 0 ist dieselbe wie ab jeder anderen Zeit n > 0.

Definition 2.4 (Stationaritiit)
Eine Folge von Zufallsvariablen {X,, },en heift stationér, wenn

PXiponXin) — p(Xig 4o Xin+5)

firallel <i; <ig <...<1ip, s€N.

Erwartungswerte und bedingte Verteilungen kénnen fiir Zufallsvariable mit
hochstens abzéhlbarem Wertebereich elementar erklért werden. Die folgen-
den Definitionen beziehen sich nur auf diesen Fall.

Definition 2.5 (Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit hdchstens abzédhlbarem Triger T =
{t1,t2,...} CR. Falls > 72, |t;|P(X =t;) < 0o, heif}t

B(X) = iti P(X =t,) (2.2)

Erwartungswert von X.

Bei Hintereinanderausfiithrung einer diskreten Zufallsvariablen X und einer
reellwertigen, mefibaren Abbildung h, also (22, A, P) =X, (X, B) R, R, 1483t
sich der Erwartungswert wie folgt berechnen. Falls >, |h(t;)| P(X =t;) <
oo ist, gilt

E(h(X)) = Z h(t)P(X =t;).
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Definition 2.6 (bedingte Verteilung)
Seien X, Y diskrete Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P). Durch

PX=eY=y) falls P(Y =y) > 0
,.YJETX,
=0

PX=z|Y=y)= PY'=y) Y
P(X =x), falls P(Y =y)

wird die bedingte Verteilung von X unter (der Hypothese) {Y = y} definiert.

Offensichtlich gilt fiir alle x € Tx, daf

P(X=z)= ) P(X=z|Y=y) P(Y=y),
yely

unabhéngig von der speziellen Festsetzung der bedingten Verteilung im Fall
P(Y = y) = 0 in Definition 2.6. Ist P(Y = y) = 0, kann die bedingte Ver-
teilung beliebig gewihlt werden, ohne dafl dies Einflufl auf die Berechnung
der Verteilung von X mit obiger Formel hétte.

Definition 2.7 (bedingter Erwartungswert)
Seien X, Y diskrete, reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (92, A, P).

EX|Y=y) =) asPX=z|Y=y)

z€Tx
heifit bedingter Erwartungswert von X unter {Y = y}.

Man beachte, dal E(X | Y = y) = h(y) eine Funktion von y ist. Dies defi-
niert eine Zufallsvariable A(Y) = E(X | Y). h(Y) heifit bedingte Erwartung
von X unter Y. Bildet man den Erwartungswert der Zufallsvariablen A(Y),
so ergibt sich der Erwartungswert von X. Dies sieht man an der folgenden
Formel.

E(EX V) =Y (Y aP(X =2|Y =y) P =y)

)

=Y 2) P(X=zY=y) =) zP(X=2)=EX). (23
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Satz 2.3 (Starkes Gesetz grofier Zahlen, SGGZ)

{X }nen sei eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, P), identisch verteilt mit P*» = PX1
fiir alle n € N, und es existiere E(X;) = p. Dann gilt:

1 n
lim — g X; =p  P-fast sicher, d.h.
n—oo n

i=1

i 23X =uf) =1

i=1

P({w

Satz 2.3 besagt, dal das arithmetische Mittel von Zufallsvariablen ‘fast si-
cher’ oder ‘mit Wahrscheinlichkeit 1’ gegen den Erwartungswert konvergiert.
Man sagt dann auch, {X,},en geniigt dem starken Gesetz grofier Zahlen
(SGGZ).

Da jede P-fast sicher konvergente Folge von Zufallsvariablen auch P-

stochastisch konvergiert, folgt unter den Voraussetzungen von Satz 2.3 die

: 1 n
stochastische Konvergenz von = > " | X, also

. 1 ¢
Tim. P(‘E;Xi —u‘ >e) =0 (2.4)

fiir alle € > 0. Man sagt, {X, }nen geniigt dem schwachen Gesetz grofier
Zahlen, wenn 2.4 gilt.

2.2 Markoff-Ketten

Bei natiirlichen Sprachen ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten ei-
nes Buchstabens abhéingig davon, welche Buchstaben als Vorgénger verwen-
det wurden. Im Deutschen ist die Wahrscheinlichkeit sehr klein, da3 nach
der Kombination ¢ al’ am Wortanfang ein ‘d’ oder ‘e’ auftritt. Dies kann
dann nur ein Schreibfehler sein, wovon man sich mit Hilfe eines Lexikons
iiberzeugen kann. Markoff-Ketten sind ein geeignetes Modell, um stocha-
stische Abhéngigkeit zwischen zeitlich aufeinanderfolgenden Ereignissen zu
beschreiben. Zunéchst wird lediglich die Abhéngigkeit auf den unmittelba-
ren Vorgingerzeitpunkt beriicksichtigt, durch Vergrofiern des Zustandsraum
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auf kartesische Produkte konnen jedoch auch weiterreichende Abhéngigkei-
ten modelliert werden. Diese Methode wird in Kapitel 4 bei Markoff-Quellen
eingesetzt.

Definition 2.8 (Markoff-Kette)
Eine Folge von diskreten Zufallsvariablen {X, }nen,, alle mit demselben
hochstens abzédhlbaren Tréger S = Tx,,, heiit Markoff-Kette, wenn

P(Xn =In ’ Xn—l = xn—la"'vXO :1'0)
= P(Xn = Tn ’ Xn—l = xn—l) (25)

fiir alle n € N und alle xg,...,x, €S mit P(Xn,l =Tp 1,...,X1 = xo) >
0. S heifit Zustandsraum der Markoff-Kette, P(Xn =x, | Xpo1 = xn_l)
Ubergangswahrschein]ichkeit von ,_, nach z, im n-ten Schritt und PX°
Anfangsverteilung der Markoff-Kette. Eine Markoff-Kette heifit homogen,
wenn (2.5) unabhéngig von n ist.

Markoff-Ketten sind die “erste Stufe” einer Verallgemeinerung von stocha-
stisch unabhéngigen Folgen von Zufallsvariablen: Abhéngigkeiten auf direkte
Vorgénger sind zugelassen, weiterreichende jedoch nicht. In Kapitel 4 wird
sich zeigen, dafl dieses relativ einfache Modell doch recht weittragend ist.

Im folgenden werden nur homogene Markoff-Ketten betrachtet, deren Zu-
standsraum S = {s1,...,s,}, 7 € N, dariiberhinaus endlich ist. Dieser Fall
reicht zur Beschreibung des Verhaltens von Quellen mit endlichem Alphabet
aus. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich dann zu einer (r x 7)-
Matrix IT wie folgt zusammenfassen. Bezeichne

pij = P(Xn =55 | Xn—1 = si),

falls ein n € N existiert mit P(Xn_l = si) > 0. Anderenfalls setze p;; > 0,
j=1,...,r, beliebig so, daB 37%_, p;; = 1. Die Matrix

I1 = (pij) 1<i,j<r

heiBt Ubergangsmatrix der Markoff-Kette. Die Ubergangsmatrix bzw. Mar-
koff-Kette heifit irreduzibel, wenn von jedem Zustand zu jedem anderen
eine Kette aus positiven Ubergangswahrscheinlichkeiten besteht. Genauer,
fiir alle 7,7 € {1,...,r} existieren i1,1i9,...,i% € {1,...,7} mit

Diiy * Pivio " * " Pij > 0.
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Im Fall eines endlichen Zustandsraums 148t sich die Randverteilung der Zu-
fallsvariablen X,, durch einen stochastischen Vektor

p(n) = (pl(n),...,pr(n)) mit p;(n) = P(Xn =s;), i=1,...,7

beschreiben. Die Menge der stochastischen Vektoren der Linge r wird im
folgenden bezeichnet mit

P, = {(pl,.--,pr) ‘p¢207 Zr:pi:1}
i=1

Stochastische Vektoren werden im folgenden stets als Zeilenvektoren ge-
schrieben.

p(0) = (p1 0),...,pr (O)) reprisentiert entsprechend die Anfangsverteilung.
Als Anwendung der Kolmogoroff-Smirnoff-Gleichung (siehe z.B. [24]) folgt

p(n)=pn—1)II, neN.

Mit Hilfe der Anfangsverteilung und der Ubergangsmatrix IT kann hiermit
die Verteilung von X, iterativ berechnet werden zu

p(n) = p(n — )IT = p(n — I = - = p(O)IT". (2.6)

Besonders wichtig sind Verteilungen, die die Randverteilungen einer Mar-
koff-Kette invariant lassen. Diese werden in der folgenden Definition ein-
gefiihrt.

Definition 2.9 (stationére Verteilung einer Markoff-Kette)

{ Xy }nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zustandsraum
S ={s1,...,8.}. Ein stochastischer Vektor p* € P, heifit stationére Vertei-
lung, wenn p*II = p*.

Die Berechnung einer stationéren Verteilung bedeutet bei endlichem Zu-
standsraum, das homogene Gleichungssystem (I — IT)'v = o in der Menge
der stochastischen Vektoren v’ € P, zu l6sen.

Ist die Anfangsverteilung p(0) einer Markoff-Kette stationér im Sinn von
Definition 2.9, so folgt mit (2.6), daf alle Randverteilungen p(n) mit p(0)
iibereinstimmen. Mehr noch, in diesem Fall ist sogar die ganze Folge stati-
onar.
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Lemma 2.3 (stationire Markoff-Kette)
{ X }nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit stationédrer Anfangsvertei-

lung p(0). Dann ist die Folge { X, }nen, stationdr im Sinn von Definition
2.4.

Unter gewissen Regularitidtsvoraussetzungen stabilisieren sich Markoff-Ket-
ten unabhingig von der Anfangsverteilung in einer stationdren Verteilung
in dem Sinn, daf} die Verteilung von X,, mit wachsendem n gegen eine stati-
ondre Verteilung konvergiert. Nach einer geniigend langen Startphase einer
solchen Markoff-Kette wird man das Auftreten der Zustidnde entsprechend
der stationdren Verteilung beobachten. Dies besagt der folgende Satz.

Satz 2.4 (stationére Verteilung und Limesverteilung)

{ Xy }nen, sei eine irreduzible, homogene Markoff-Kette mit endlichem Zu-
standsraum S. Es existiere ein m € N derart, dal3 I eine Spalte aus lauter
positiven Elementen besitzt. Dann gilt

i Py
lim IT" = | : : und lim p;(n) = p;
n—oo " n—oo

pioc by

fir alle i = 1,...,r. p = (p},...,p}) ist dann die eindeutig bestimmte
stationédre Verteilung.

Die Voraussetzung, dafl II™ eine Spalte mit lauter positiven Elementen be-
sitzt, ist fiir irreduzible Markoff-Ketten dquivalent zur Aperiodizitéit. Diese
besagt, dafl Zustdnde nicht nur periodisch mit positiver Wahrscheinlichkeit
besucht werden, sondern dafl nach geniigend langer Startphase jeder Zeit-
punkt als Besuchszeit in Frage kommt. Fiir eine genaue Definition sei auf
[24] verwiesen.

2.3  Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 X mit Triger Tx = {21, 22} und Y mit Triiger Ty = {y1, y2} seien
diskrete Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, A, P). Es gelte

PH{X =21} U{Y = y1}) = 0.58,
P(X =x9)=0.7und P(X =21,Y =y;) =0.12.

Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von (X,Y). Sind X und Y stochastisch
unabhéngig ?
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Aufgabe 2.2 Der diskrete Zufallsvektor (X,Y") besitze die Zihldichte (0 < p < 1
ein Parameter)

. 2=+ (1 — p)i—J falls i > j o
f(m)Z{O (1=p)"p, A =T i j e N.
, sonst

Berechnen Sie E(X), E(Y) und E(X -Y).

Aufgabe 2.3 X und Y seien stochastisch unabhéingige, je mit Parameter A > 0
poissonverteilte Zufallsvariable, d.h.

LN

H, k € Np.

P(X=k)=P(Y =k)=¢

Bestimmen Sie die bedingte Verteilung von X unter X +Y = k, also die Verteilung
PX(-|X+Y =k), k€Ny.

Aufgabe 2.4

a) Fiir n € N berechne man durch die Wahl eines geeigneten Wahrscheinlichkeits-
raums die Summe der Quersummen aller natiirlichen Zahlen < 10™.

b) Die Eulersche ¢-Funktion ist fiir n € N definiert durch
©(n) := Anzahl der zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen < n.

Beweisen Sie mittels wahrscheinlichkeitstheoretischer Uberlegungen die Formel
1
p(n) =n JJ(1 - o
Pl

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen gebildet wird, die n teilen.

Hinweis: Man betrachte eine Zufallsvariable X mit P(X =) = %, 1 <7<n,und
Ereignisse E(p)={w | p teilt X(w)}.

Aufgabe 2.5 Eine homogene Markoff-Kette mit zwei Zustinden besitze die Uber-
«a l1-«
angsmatrix IT = ,0<a,8< 1.
gang ( -3 3 ) B
Fiir welche o und 3 existiert eine stationdre Verteilung? Bestimmen Sie diese gege-
benenfalls. Berechnen Sie eine Anfangsverteilung p(0), so daf p(n) = p(0) fiir alle
n € N und alle 0 < o, 8 < 1. Ist diese Anfangsverteilung eindeutig bestimmt?
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Aufgabe 2.6 (Thanks to Bernard van Cutsem for this nice exercise.) In einem
Feld mit r Zellen sind r verschiedene Objekte abgespeichert. Diese werden zu Zeit-
punkten n € N gemif folgendem Algorithmus in dem Feld gesucht.

Durchsuche das Feld von links nach rechts nach aufsteigenden Indizes. Wird das
gesuchte Objekt in Zelle k gefunden, verschiebe die Zelleninhalte 1, ..., k—1 jeweils
um eine Position nach rechts und speichere das gefundene Objekt in Zelle 1. (Der
Sinn dieses Algorithmus ist, im Laufe der Zeit hidufig gesuchte Elemente schnell in
Zellen mit kleinem Index zu finden.)

Beschreiben Sie die sukzessiven Positionen von Objekt 1 unter diesem Algorithmus
durch eine Markoff-Kette. Wie lautet die stationére Verteilung, wenn die Zugriffs-
wahrscheinlichkeit fiir Objekt 1 den Wert a, 0 < a < 1, und fiir die Objekte 2,...,r
den Wert b = (1 —a)/(r — 1) hat?
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Ein préaziser Begriff fiir Unsicherheit bzw. Informationsgewinn ist bei der
kompakten Kodierung von Quellen und der Beschreibung der Leistungsfé-
higkeit von gestorten Kanélen von grofler Bedeutung. Hierbei ist es gleich-
giiltig, ob eine Zufallsexperiment durch die Unsicherheit iiber den Ausgang
vor Ausfithrung oder den Informationsgewinn nach Bekanntwerden des Aus-
gangs beurteilt wird. Beide Grofien konnen durch dieselbe Mafizahl gemessen
werden, wie durch das folgende einfiithrende Beispiel motiviert wird.

Zwei Zufallsexperimente mit jeweils drei moglichen Ausgidngen werden
durchgefithrt. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten der Ausgéinge werden
jeweils durch die stochastischen Vektoren

p=(0.3,04,0.3) und g = (0.9,0.05,0.05)

beschrieben. Der erste Vektor hat eine groflere Unbestimmtheit des Aus-
gangs, da alle Ergebnisse ungefihr dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Nach
Beobachten des Ausgangs ist also der Informationsgewinn beim ersten Ex-
periment grofer. Demgegeniiber kann man beim zweiten Experiment den
Ausgang mit hoher Wahrscheinlichkeit richtig vorhersagen. Die Unsicher-
heit hieriiber ist gering, auch der Informationsgewinn nach Beobachten des
Experiments ist klein.

Unser Ziel ist es, eine Mafizahl fiir die Unbestimmtheit oder den Informa-
tionsgewinn zu gewinnen. Hierzu wird zunéchst ein direkter Vergleich von
Wahrscheinlichkeitsvektoren durchgefiihrt. Es bezeichne

m
i=1

die Menge der Wahrscheinlichkeitsvektoren der Lénge (Dimension) m € N.
Py, reprisentiert bei festem Tréger X = {z1,..., 2z} durch P({z;}) = p;,
1 =1,...,m, die Menge aller diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen P

auf (X, PB(X)).
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Durch die folgende Ordnungsrelation auf P,, konnen gewisse p,q € Pp,
beziiglich ihrer Unbestimmtheit verglichen werden. Offensichtlich ist es sinn-
voll, nicht auf die Reihenfolge der einzelnen p; in (p1,...,pm) zu achten, so
da wir uns auf Ordnungen beschrinken kénnen, die invariant sind unter
Permutationen der Komponenten. Als Reprisentanten werden die Vektoren
mit aufsteigenden Komponenten gewéhlt.

Fiir p = (p1,...,pm) € Pm bezeichne hierzu p; = (pn),...,pmm)) den
zugehdrigen Vektor mit aufsteigend geordneten Komponenten, also p(;) <
P@e) < . < Pam und es existiert eine Permutation o € Sy, (der Menge der
Permutationen der Zahlen 1,...,m) mit p;) = py(; fiir alle i = 1,...,m.

Definition 3.1 (Majorisierung)
Seien p = (p1,---,Pm)s 4 = (q1,---,qm) € Pm. Man sagt, q majorisiert p,
bezeichnet mit p < q, wenn

k k m m
Zp(i)Equ firalle k=1,...,m—1 und Zp(i):un).
i=1 i=1 =1 =1

Man priift leicht nach, dal durch “<” eine Praordnung auf P,,, definiert wird,
d.h. “<” ist eine reflexive (p < p) und transitive (p < gqund g < r = p < )
Relation auf P,,. Antisymmetrie (p < g und ¢ < p = p = q) gilt ledig-
lich auf der Menge der stochastischen Vektoren mit aufsteigend geordneten
Komponenten. Auf dieser Menge liegt also eine partielle Ordnung vor.

Fiir die eingangs angegebenen stochastischen Vektoren der Linge 3 ergibt
sich beispielsweise p; = (0.3,0.3,0.4) und g = (0.05,0.05,0.9). Fiir die
Partialsummen gilt:

k|1 | 2 \ 3
p|03 [03+03 = 06[03+03+04 = 1.0
q | 0.05 | 0.05+0.05 = 0.1 |0.05+0.05+0.9 = 1.0

Folglich wird p von g majorisiert, also p < q.

Stellt man die Partialsummen in Definition 3.1 graphisch dar, indem man die
Punkte (%, Zle p(@y)s k= 0,...,m, als Koordinaten auffait und benach-
barte Punkte durch Geraden verbindet, so erhélt man die sogenannte Lo-
renzkurve. Hierbei wird die leere Summe als Null definiert, d.h. Z?:1 Pi) =
0.
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1
T P
1/2 4 q
3/8 +
3/16 +
18 L
1/16 +
0 1/4 1/2 3/4 1
Abb. 3.1 Lorenzkurven, p = (1—167 §7 %7 %) <q= (1_167 1_167 %7 %)

Fiir das Beispiel p = (1_16’%’%’%) und q = (%,1—16,%,%) ergibt sich die

Darstellung aus Abbildung 3.1.

FEin Experiment ist umso bestimmter, die zugehtrige Wahrscheinlichkeits-
verteilung umso konzentrierter auf wenige Ereignisse, je weiter die Kurve
nach rechts unten durchgebogen ist. Fiir p,q € Py, liegt die zu q gehorige
Kurve offensichtlich unterhalb der zu p gehérigen genau dann, wenn p < q.
Dies 148t nun die Interpretation zu, daff das zu p gehorige Experiment un-
bestimmter als das zu q gehorige ist, wenn p < q.

Nicht alle stochastischen Vektoren sind jedoch beziiglich der Majorisierung
vergleichbar. Betrachte etwa p = (0.1,0.4,0.5) und q = (0.2,0.2,0.6). Dann
gilt p £ q und g 4 p. Daraus folgt, dal < auf P,, keine Totalordnung
definiert.

3.1 Entropie und Transinformation

Um alle stochastischen Vektoren beziiglich ihrer Unbestimmtheit verglei-
chen zu konnen, wird ein reelles Funktional H, eine Mafizahl fiir Unbe-
stimmtheit, eingefiihrt. Ein solches H wird auf der Menge P = J,°_; P,
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der stochastischen Vektoren beliebiger endlicher Lénge definiert. Nach den
vorangegangenen Uberlegungen ist eine Minimalforderung an H, daB fiir
D, q € Py, mit p < g die Eigenschaft H(p) > H(q) folgt, d.h. die Antitonie
von H beziiglich “<”. Eine Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, ist die
im folgenden definierte Entropie.

Definition 3.2 (Entropie)
Die Abbildung

o m
H:P=JPu—R:@1....0n) — — > pilogp;
i=1

m=1
heifit Entropie. Hierbei wird 0 - log 0 = 0 gesetzt.

Synonym wird H(X) = H(pi,...,pm) bezeichnet, falls X eine diskrete
Zufallsvariable ist, deren Verteilung durch (pi,...,pm) mit P(X = z;) =
pi, T; € Tx, 1 =1,...,m, beschrieben wird. Es gilt also

H(X)=-> P(X =) log P(X = z;). (3.1)
=1

Man beachte, daf3 die Definition der Entropie nur von den Wahrscheinlich-
keiten, nicht aber von den Trigerpunkten der entsprechenden Verteilung
abhéngt. Dies ist von einem Maf fiir Unbestimmtheit zu erwarten. Die Ba-
sis des Logarithmus “log” geht in der Definition als multiplikative Konstante
ein, da log, x = log, z/log, b fiir alle a,b > 1, z > 0 gilt. Die Entropie H
ist unter Zusatzbedingungen sogar das einzige verniinftige Maf fiir Unbe-
stimmtheit oder Informationsgewinn, wie spéter gezeigt wird.

Lemma 3.1 H ist antiton beziiglich <, d.h. p <q = H(p) > H(q) fir
alle p,q € Py, und m € N.

Beweis. Wir benutzen (ohne ihn zu beweisen) den folgenden Satz aus der
Theorie der Majorisierung (siehe [23], Seite 22):

Seien p, q € P,,. Dann gilt p < g genau dann, wenn eine doppelt stochasti-
sche Matrix S existiert mit p = ¢S.

Eine Matrix S = (si;)1<i,j<m heiBt doppelt stochastisch, wenn s;; > 0,
ferner alle Zeilensummen » ;" | s;; = 1 und alle Spaltensummen ) ;" | s¢; =
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1 sind fiir alle 4,5 = 1,...,m.
Weiterhin wird benutzt, dafl f(z) = —zInz fiir € [0, 1] konkav ist, d.h.

f(iaixi) > iaif(xi)

fir alle 1, ..., 2, € [0,1], a; > 0 mit )", a; = 1, wobei “In” den natiirli-
chen Logarithmus (zur Basis e) bezeichnet. Dies folgt aus der Stetigkeit von
fin [0,1] und der Tatsache, daf f”(z) = (—lnz — 1) = —1 < 0 fiir alle
z € (0,1].

Seien nun p,q € P,, mit p < q. Dann existiert eine doppelt stochasti-
sche Matrix S = (si;)i<ij<m mit p = ¢S, d.h. p; = 1", gs;j fiir alle
j=1,...,m. Es folgt

H(p) = —ipj Inp; = i (-(i%‘&y) In (i%‘&‘j))

=1
m m m m
>3 —sijgilngi=—> glng <Z$ij) = H(q).
j=1i=1 i=1 j=1
——

=1

Die Verwendung von Logarithmen zu einer anderen Basis wirkt sich lediglich
als positive multiplikative Konstante aus und erhélt die >-Beziehung. "

Fiir eine diskrete Zufallsvariable X mit Trager X = {x1,..., 2y} ist nach
(3.1) HX) =-=>", P(X = z;)log P(X = ;). Dieser Ausdruck l#it sich
als Erwartungswert schreiben. Hierzu definieren wir

Ix : X = R:zj— —log P(X = x;). (3.2)
Ix ist eine Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X, (&), PX).
Mit der Konvention 0 -log0 = 0 ist [x integrierbar, und es gilt mit (2.2)
m
E(Ix)=-)Y P(X =) -log P(X = ;) = H(X).
j=1

Ix(z;) = —log P(X = ;) =log (1/P(X = ;)) heift hierbei Informations-
gehalt des Ereignisses {X = z;}, j=1,...,m.
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Die Definition der Entropie eines diskreten Zufallsvektors ist ein Spezialfall
von (3.1). Liegen zwei diskrete Zufallsvariable X und Y auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£2,.4, P) mit Tréger

X =A{x1,...,zn} bazw. Y ={y1,...,yn} (3.3)

vor, so besitzt der Zufallsvektor (X,Y") den Triager X x Y. (X,Y) ist selbst
wieder eine diskrete Zufallsvariable, so dafl gem&fi Definition 3.2 fiir die
Entropie von (X,Y)

m n

HX,Y)==Y Y P(X =2,V =y;) log P(X = z;,Y =y;)
i=1 j=1

gilt.

Die Entropie der bedingten Verteilung von X unter {Y = y;} hat nach
Definition 3.2 die Gestalt

m

HX|Y =y)=—> P(X=z|Y =y;) - log P(X = z;|Y =y)
i=1

H(X | Y = y;) heiBit bedingte Entropie von X, gegeben Y = y;. Die be-
dingte Entropie von X unter Y erhélt man durch Erwartungswertbildung
der bedingten Entropie von X unter {Y = y;}, aufgefait als Zufallsvariable
mit Argument y; € Y (vgl. (2.3)).

Definition 3.3 (bedingte Entropie)
X, Y seien diskrete Zufallsvariable mit Trédger X bzw. Y aus (3.3).

H(X|Y)= ZP HX|Y =vy;) (3.4)

heifit bedingte Entropie von X unter Y oder bedingte Entropie von X ge-
geben Y.
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Durch einfaches Umrechnen erhélt man die Darstellung

H(X|Y)
n m
PX =2,,Y =y,
=3 Py =) P S g p(x = i = )
— P(Y—y])
j=1i=
m n
==Y > P(X =2;,Y =y;)log P(X =2; | Y =y;).
i=1 j—1

Mit Hilfe der bedingten Entropie wird nun die Transinformation von Zu-
fallsvariablen definiert.

Definition 3.4 (Transinformation)
X,Y seine diskrete Zufallsvariable mit Tréger X bzw. Y aus (3.3).

I(X,)Y)=H(X)-H(X|Y)
heifit Transinformation oder Synentropie von X und Y.

Die Transinformation kann folgendermaflen interpretiert werden. Beschrei-
ben X und Y zwei Experimente, deren Ausgénge sich gegenseitig beeinflus-
sen, so mifit 7(X,Y’), um wieviel die Unbestimmtheit im Mittel kleiner wird,
wenn man das Ergebnis von Y kennt.

Fiir drei Zufallsvariable X, Y, Z wird die bedingte Transinformation von X
und Z unter Y, mit Hilfe der bedingten Entropie definiert als

I(X,Z|Y)=H(X|Y)-H(X|Y,2). (3.5)

Wenn keine Unklarheit iiber die bedingenden Zufallsvariablen besteht, wer-
den die Klammern bei den entsprechenden Zufallsvektoren weggelassen.
H(X |Y,Z) ist also zu lesen als H (X | (Y, Z)).

Mit der Beziehung P(X = ;) = >, P(X = ;,Y = y;) erhilt man die
folgende Darstellung der Transinformation.
I(X,)Y)=H(X)-H(X|Y)
=—> P(X =z)log P(X = ;)
i
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+ZP =z, Y =y;)log P(X =2; | Y =)

= Z P(X =uz;,Y = y;)log P(XP:()?ZLZZ): ) (3.6)

Auch die Transinformation besitzt eine Darstellung als Erwartungswert. De-
finiert man analog zu (3.2) die Zufallsvariable

Ixy : X xY —R:(z4,y;) — log

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (X x Y, B(X x V), PXY)) so gilt mit
(3.6)

E(Ixy)=I1(X,Y).

W heift hierbei wechselseitige

Information der Ereignisse {X = z;} und {Y = y;}.

Der Ausdruck Ixy(z;,y;) = log

Im folgenden Beispiel werden die oben definierten Begriffe fiir ein einfaches
Kanalmodell untersucht.

Beispiel 3.1 (binérer symmetrischer Kanal, BSC, engl.: binary symmetric
channel)

Durch einen Kanal werden Bits iibertragen und ausgegeben. Als Eingabe-
und Ausgabealphabet dient X = {0, 1} = ). Die Zufallsvariable X représen-
tiert die (zuféllige) Eingabe von Zeichen in den Kanal, Y entsprechend die
Ausgabe.

Die Inputverteilung sei eine Gleichverteilung, d.h. P(X =0) = P(X =1) =
1. Jedes Bit wird mit der Wahrscheinlichkeit (1 — ) richtig iibertragen, mit
der Wahrscheinlichkeit ¢ falsch, 0 < e < 1. Dies ergibt die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P(Y =0 | X =0) =PY =1| X =1) =1 —¢ und
PY=1|X=0)=PY =0] X =1) = e. Der Kanal wird durch die
folgende Graphik veranschaulicht.
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=
@

1—¢
Als néchstes wird die gemeinsame Verteilung von (X,Y’) berechnet. Es gilt

1—¢

)

P(X=0,Y=0=P(X=1Y=1)=

P(X:O,Yzl):P(X:I,Y:O):%.

Hieraus erhalten wir die Verteilung von Y als Gleichverteilung mit P(Y =
0) = P(Y = 1) = 1 und die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X = z; |
Y =y;) m

Es folgt bei Verwendung von Logarithmen zur Basis 2:

1 1 1 1
HX)=H(Y)=—=logy, = —=-logy = =1
(X) = H(Y) =~ 3 loga § — 5 logs
1—¢ 1—¢ € €
=1—(1—¢)logy(1 —¢)—clogye
1—
H(X|Y)=-2 2€log2(1—5)—2%log26

=—(1—¢)logy(l —¢) —elogye
IX,)Y)=H(X)-H(X|Y)=14(1—¢)logy(1 —¢) +clogye

Graphisch ergeben sich die in Abbildung 3.2 dargestellten Funktionen von
€. Die Interpretation dieses Kanalmodells ist klar. Fiir ¢ = 0 liegt ein un-
gestorter Kanal vor, fiir e = % ist der Kanal vollstdndig gestort. In diesem
Fall wird jedes gesendete Symbol mit gleicher Wahrscheinlichkeit richtig



3.1 Entropie und Transinformation 31
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il 1 HX)=HY) —
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Abb. 3.2 Entropien und Transinformation beim BSC

bzw. falsch iibertragen. Obige Kurven spiegeln dieses Verhalten genau wi-

der. Die Entropie (Unbestimmtheit) von (X,Y’) und X unter Y sind fiir

€= % maximal, die Transinformation von X und Y ist hier minimal. Fiir

¢ = 1 iibertragt der Kanal wieder ungestort, nur werden 0 und 1 systema-
tisch ausgetauscht. "

Durch das folgende Lemma werden Zusammenhiénge zwischen Entropie, be-
dingter Entropie und der Transinformation hergestellt.

Lemma 3.2 Fiir diskrete Zufallsvariable X und Y gilt

a) HX,)Y)=HX)+HY | X)=H(Y)+H(X |Y)

b) I(X,Y)=H(X) - H(X |Y)=H(Y) - HY | X)
HX)+H(Y)-H(X,Y)

Aus b) folgt insbesondere die Symmetrie der Transinformation in X und Y.

Beweis. a) Nach Addition einer 0 = —log P(X = z;)+log P(X = x;) folgt

HX,Y)=-> P(X=u2,Y =y;)(log P(X =z;,Y =y)
i7j
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—log P(X = ;) 4 log P(X = x;))
:—ZP =x;,Y =y;)log P(Y =y; | X = x;)

—ZZP =x;,Y =y;)log P(X = ;)

:P(X:$i)
= H(X)+ H(Y | X)

Die zweite Gleichung folgt analog.
b) 148t sich aus der Definition von I(X,Y") und a) wie folgt schliefien.

I(X,Y) =

X
>
|
X
s
=
||

H(X)+H(Y)—-H(X,Y)

Gleichung a) aus Lemma 3.2 formalisiert die folgende einleuchtende Eigen-
schaft eines Mafles fiir Unbestimmtheit. Die Unbestimmtheit eines zusam-
mengesetzten Experiments entsteht additiv aus der Mafizahl fiir die Unbe-
stimmtheit des ersten und der fiir die des zweiten, gegeben das erste.

Wir wenden uns nun einigen wichtigen Ungleichungen der Entropie und
Transinformation zu. Interessant sind die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir Gleichheit, die sich in natiirlicher Weise fiir ein Maf} fiir
Unbestimmtheit ergeben.

Satz 3.1 (Ungleichungen)
X,Y, Z seien diskrete Zufallsvariable, Trédger von X bzw. Y seien X =

{z1,...,xm} bzw. Y ={y1,...,yn}. Dann gilt:

wobei Gleichheit in der linken Ungleichung genau dann gilt, wenn ein 1
existiert mit P(X = xz;) = 1 (Einpunktverteilung), und Gleichheit rechts
genau dann, wenn P(X = z;) = =+ fiir alle i = 1,...,m (Gleichvertei-
lung).
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b) 0<I(X,Y) < H(X),

wobei Gleichheit links genau dann gilt, wenn X und Y stochastisch un-
abhéingig sind, und Gleichheit rechts genau dann, wenn fiir alle i,j mit
P(X =Y =y;) > 0gilt, daB P(X =z; | Y =y;) =1 (X ist total
abhédngig von Y').

0 0< H(X |Y) < H(X),

wobei Gleichheit links genau dann gilt, wenn X total abhéngig von Y
ist, und Gleichheit rechts genau dann, wenn X und Y stochastisch un-
abhéngig sind. Ungleichung c) heifit Shannonsche Ungleichung.

d) H(X) < H(X,Y) < H(X) + H(Y),

mit Gleichheit links genau dann, wenn Y total abhédngig von X ist, und
Gleichheit rechts genau dann, wenn X und Y stochastisch unabhéingig
sind.

e) H(X | (Y,2)) <min {H(X | Y),H(X | Z)}.

Beweis. Wir verwenden die Abkiirzungen p; = P(X = x;), pij = P(X =
z;, Y =y;) und p;; = P(X = 2; | Y = y;). Unter Teil (i) werden jeweils die
linken Ungleichungen, unter (ii) jeweils die rechten bewiesen.

a)(i) Es gilt H(X) = — ), pilogp; > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn
pilogp; =0, d.h. p; € {0,1} firalle: =1,...,m. Aus >, p; = 1 folgt die
Behauptung.

(ii) Hier wird die bekannte Ungleichung Inz < z — 1, falls z > 0, verwendet.
Es gilt

1 1
H(X)—logm = E pilog;— g p;logm = E pilogm—p
. 7 . . (2
7 (2 7

1 1
= (loge piln— = (loge p;In
( )Zi: Comp; ( )i:pZi;O Comp;
1 1
< ( —1):1 < ——1)<0,
< (loge) D pi — (loge)( > ——1) <
i:p; >0 i:p; >0
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn p; = % firallei=1,...,m.

b)(i) Die Darstellung (3.6) der Transinformation und obige Ungleichung
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Inz<z-1, z> 0, liefern

Y) = Zpij log & = (loge) Zpij In &
i Py oy Pilj

< (loge) > pij(%_l)

loge( Z p,pj—l) 0

1,J:pi; >0

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Bedingungen p;; = 0 = p;p; = 0 und
pij > 0= p; = p;; beide erfiillt sind. Dies ist dquivalent zur stochastischen
Unabhéngigkeit von X und Y.

(i) Es gilt I(X,Y) = H(X)—H(X |Y) < HX),da HX | Y) > 0.
Gleichheit liegt genau dann vor, wenn H(X | Y) = 0. Die notwendige und
hinreichende Bedingung ergibt sich aus der entsprechenden Bedingung in
c)(i).

c)(i) Die Nichtnegativitét folgt aus der Darstellung

H(X|Y) = pr logpyj=— > pijlogpi; >0,

i,j:pij>0

mit Gleichheit genau dann, wenn Dijj = 1 fiir alle 4, j mit p;; > 0.

(ii) Da wegen b)(1)) 0 < I(X,Y)=H(X)—- H(X |Y), folgt H(X) > H(X |
Y'), mit der Bedingung fiir Gleichheit aus b)(ii).

d)(i) Da mit Lemma 3.2 a) H(X,Y) = H(X) + H(Y | X) > 0 gilt, folgt
H(X) < H(X,Y). Analog zu c)(i) schliefit man, da§ Gleichheit genau dann
gilt, wenn H(Y | X) = 0. Dies ist dquivalent zu p;; = 1 fiir alle 4, j mit
Dij > 0.

(ii) Mit Lemma 3.2 b) folgt H(X) + H(Y) - H(X,Y) = I(X,Y) > 0.
Gleichheit gilt genau dann, wenn I(X,Y) = 0, also X und Y stochastisch
unabhéngig sind.

e) Den Beweis der letzten Ungleichung erhélt man nach Einsetzen der De-
finitionen wieder aus der Ungleichung Inz < z—1, z > 0.

~H(X|Y)+ H(X|Y,Z) = Zpijk log p;|; — Zpijk log pjjk

i7j7k i7j7k

Di|jk Pi|j

== pirlog— == 3 piplog =
ik Pili i kepii>0 Pilik
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< (loge) ( Dijk Py _ 1)
i,7,k: pz]k>0 pl‘]k
loge ( DijkPijPjk 1)
i,5,k:p; x>0 PjPijk

= (loge) ( Z Dij — > =

Die Ungleichung H(X | Y,Z) < H(X | Z) folgt analog. Damit sind alle
Behauptungen gezeigt. "

3.2 Axiomatische Charakterisierung der Entropie

Das néchste Ziel ist nun eine axiomatische Charakterisierung der Entropie
durch moglichst wenige der bisher gezeigten Eigenschaften. Drei Eigenschaf-
ten werden ausgewéhlt, und es wird gezeigt, dafl eine Funktion H : P — R,
die diesen geniigt, notwendigerweise bis auf einen konstanten Faktor mit der
Entropie aus Definition 3.2 iibereinstimmt.

Satz 3.1 a) besagt, dal H(X) < logm mit Gleichheit genau dann, wenn X
gleichverteilt ist. Fiir stochastische Vektoren ergibt sich die folgende Formu-
lierung.

(E1) Firallem eN, (p1,...,pm) € P, gilt

1 1
(pla 7pm) ~ (m7 7m)
Es bezeichne p;j = P(X = z;,Y = y;), pi. = >_; pij = P(X = z;) und pj); =

PY =y; | X =) = %. Die Bemehung H(X Y)=HX)+ HY | X)
aus Lemma 3.2 a) besagt dann fiir stochastische Vektoren:

(E2) Fiir alle m,n S N7 (p117-"7p1n7p217-"7p2n7-"7pm17"'7pmn) S
Poinn gilt

m
Hp11, - Pmn) = Hp1o - pm) + Y 0 HD1jis -+ Pai)-

Mit der Konvention O - log 0 = 0 gilt weiterhin:
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(E3) FirallemeN, £€{0,...,m}, (p1,...,Pm) € P, gilt
H(pla"' apboapf-i-la"'?pm) — H(pla apm)a

d.h. eine eingefiigte 0 veréndert die Entropie nicht.

Obige Eigenschaften lassen sich folgendermaflen interpretieren. (E1) besagt,
dafl die Unbestimmtheit bzw. der Informationsgewinn bei einer Gleichvertei-
lung am groBten ist. In (E2) wird die Unbestimmtheit eines Experiments mit
zwei Komponenten additiv zusammengesetzt aus der Unbestimmtheit des
ersten und der bedingten Unbestimmtheit des zweiten, gegeben das erste.
(E3) verlangt, dal Ausgéinge eines Experiments, die nur mit der Wahrschein-
lichkeit 0 auftreten, die Unbestimmtheitheit nicht &ndern.

Satz 3.2 (Axiomatische Charakterisierung der Entropie, Chintchin 1953)

Sei H:P =y _1Pm — R, H # 0, eine reellwertige Abbildung auf der
Menge aller stochastischen Vektoren, die den Eigenschaften (E1), (E2) und
(E3) geniigt. Ferner sei H|p, (die Einschrinkung von H auf P,,) stetig fiir

alle m € N. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
m
H(p1,...,pm) = —c Y _pilogpi.
i=1

Beweis. Setze H(L,..., L) = f(m), m € N. Zunichst wird gezeigt, daf
ein ¢ > 0 existiert mit f(m) = clogm fiir alle m € N. Da wegen (E2) und
(E1) f(m) = H(s5,..., ,0) < H(2g, - 7o) = fOm + 1) gilt, ist f
monoton steigend.

Seien nun 7, s € N. Setzt man in (E2) m = r, n = r*~1 und p;; = pi.p.;,
wobei p;. = %, pj = rs%l fir alle ¢, 7, so folgt p;; = r%, und die gemein-
same Verteilung bildet eine Gleichverteilung auf {1,...,7} x {1,...,7*71}
mit stochastisch unabhéngigen Komponenten, wie in der folgenden Tabelle

skizziert.

/re o 1)r® 1/r

/e - 1)r® 1/r
1/rst ... 1/7“5_1‘
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Dies eingesetzt in (E2) liefert

T

1 1 1 1 1 1 1
H(-,...,-):H(-,...,—) - H< —)
rs rs r r +r; rs—1 rs—1
1 1 1 1
n(h Yen(ho L

Mit vollstdndiger Induktion folgt, daf} fiir alle r,s € N

o

f(rs):H<1 ...,i):sH<l,...,1):sf(r). (3.7)

rs’ rs r r

Insbesondere ist f(1) = sf(1) fiir alle s € N, also gilt f(1) = 0.
Angenommen f(2) = 0. Dann ist f(2%) = sf(2) = 0 fiir alle s € N, wegen
der Monotonie von f also f = 0, was nach Voraussetzung ausgeschlossen
ist. Also gilt f(s) > 0 fiir alle s > 2.

Fir alle r,s,n € N,r, s > 2 existiert nun m € N mit

< st < Mt (3.8)

Dies dquivalent umgeformt liefert

mlogr < nlogs < (m+ 1)logr bzw.

Aus der Monotonie von f folgt mit (3.8), dal f(r™) < f(s") < f(r™H1).
Mit (3.7) erhélt man

<L mrl g

f(r) n

so dal wegen (3.9) und (3.10) fiir alle r,s,n € N, r, s > 2 die Ungleichung

mf(r) <nf(s) < (m+1)f(r) baw.

=3

f(s) logs < 1
f(r) B logr! — n

folgt. Durch Grenziibergang n — oo schliefit man % = % > 0 fiir

alle r,s > 2. Dies liefert die Existenz einer Konstanten ¢ > 0, derart dafl



38 3 Information und Entropie

f(s) = clogs fiir alle s > 2. Insgesamt wurde damit bewiesen, dafl eine
Konstante ¢ > 0 existiert mit

H(%,,%) = ¢ - logm. (3.11)

fiir alle m € N.

Seien jetzt (p3,...,p),) € Pm, p; € Q, ¢ = 1,...,m, mit der Eigenschaft
p; = %, Soiti9i = g, gi € N. Ausgangspunkt ist die zweidimensionale
Verteilung p;j, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,g aus, die durch folgende Tabelle

beschrieben wird.

1/g---1/g 0---0 0---0--- 0---0 |g1/9 = p}
0---0 1/g---1/g0---0--- 0---0 |g2/g = D}

0---0 0---0 0---0---1/g---1/g|gm/g = P,

———
9 g2 Im

Hierbei gilt fiiralle i =1,...,m, j=1,...,¢g
Dij {1/gi, falls j im i-ten Block,

p”jzﬁ_ 0, sonst
Mit Eigenschaft (E2) folgt fiir diese Verteilung
1 1 1 1 1 1
H<—...—,O,...,O,—...—,0,...,0,—...—)
g g g g g g
~—— N—— S——
91 92 gm
] PY LN 11
:H(pl,...,pm)—i—ZpZ-H(O,...,0,—...—,0,...,0).
— 9i 9i
=1 ——
gi

Wendet man nun Eigenschaft (E3) und (3.11) auf diese Gleichung an, erhélt
man clogg = H(pj,...,pk) + > 0y pi(clog gi), so dal

m
H(pi,....pp) =c (logg - n 10ggi>
=1

m m
=—c> p} log "+ = —c  pilogp;.
=1 i=1
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Damit ist die Behauptung fiir stochastische Vektoren mit Komponenten in

den rationalen Zahlen QQ bewiesen.

Fiir beliebiges (pi1,...,pm) € Pp, existiert eine Folge (pgé),...,p%)) €

Py pz(g) € Q, ¢ € N mit (pgg),...,p%)) — (p1y--+ypm) (£ — o0). We-
gen der Stetigkeit von H auf P,, folgt

. l
H(py,....pm) = lim H(p",....pY)
m m
. ¢ ¢
= Jim (=X p108p7) = =X pilog i,
i=1 i=1
womit die Behauptung fiir beliebiges (p1,...,pm) € P bewiesen ist. "

3.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3.1 Man betrachte die Relation “<” (majorisiert) auf Py, (vgl. Def. 3.1).
Zeigen Sie:

a) “<” definiert eine Priordnung auf P,,, d.h. fir alle p,q,r € P,, gilt
(i) p<p, (il) ausp < qgund g < r folgt p < r.

b) ¢ € Py, heifit grofites (kleinstes) Element von (Py,,~<), falls p < ¢ (¢ < p) fiir alle
p € Py, gilt. Man bestimme alle groBten und kleinsten Elemente von (P,,<).

Aufgabe 3.2 Die binédren Zufallsvariablen X und Y bezeichnen die Ein- bzw. Aus-
gabe bei einem bindren symmetrischen Kanal mit Ubertragungswahrscheinlichkeit
e € [0,1] (vgl. Beispiel 3.1). Zeigen Sie: H(X) < H(Y). Wann tritt Gleichheit ein?

Aufgabe 3.3 Bei einem Ubertragungssystem bestehe Eingabe- und Ausgabeal-
phabet aus den Buchstaben {z1,zq, 23}. Jeder Buchstabe trete mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit als Eingabe auf und werde mit Wahrscheinlichkeit 1 — e, 0 <& <1,
nach Ubertragung richtig ausgegeben oder je mit Wahrscheinlichkeit £/2 als einer
der verbleibenden Buchstaben filschlich ausgegeben. Bestimmen Sie ein stochasti-
sches Modell, das dieses Ubertragungssystem beschreibt, und bestimmen Sie die
Entropie der Ausgabe, die Entropie der Eingabe, die bedingte Entropie der Aus-
gabe, gegeben die Eingabe, sowie die Transinformation von Ein- und Ausgabe.
Skizzieren Sie diese Groflen als Funktionen von €, 0 < e < 1. Interpretieren Sie
diese Funktionen.

Aufgabe 3.4
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a) Man zeige: S =) 7 ,n *(logn)~? < co.
b) Auf (N,B(N)) sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P definiert durch

S~1n=l(logn) 2, fallsn>2
P =pp = ’ -
({n}) =p { 0, falls n = 1

Man berechne — "> | p,, log p,.

¢) Auf (N,B(N)) sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P gegeben mit P ({n})
pn. Ferner gelte: (i) p1 > p2 > p3 > ... und (i) Y2, pn logn < oco.
Man zeige: — >~ | pp logpy, < .

Hinweis: Fiir monoton fallende Funktionen f gilt Y, , f(k) < [/ f(z)dx
n—1

> k=1 f(R).

Aufgabe 3.5 X : Q — X, X = {x1,...,2,} sei eine endlich diskrete Zufallsvaria-

ble auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und g: X — Y, Y ={y1,...,Yn}
eine Abbildung. Man zeige, dal H(g(X)) < H(X). Wann gilt Gleichheit?

IN

Aufgabe 3.6 (Q, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und {€, }nen eine aufstei-
gende Folge von endlichen, mefibaren Partitionen von , d.h. fiir allen € N gilt £, =
{Ent Enz, - By b k(n) € Nmit B, € A, Q=Y By, EniNE, ;=10
fir alle ¢ # j, 4,5 € {1,...,k(n)}, und fiir alle j € {1,...,k(n)} existieren Indizes
T C {1, ey k(n + 1)} mit E’th = UiET En-i—l,i-

Die Zufallsvariablen X,, seien definiert durch

k(n)
Xn(w) = Z i-1g,,(w), neN,
i=1

wobei I die Indikatorfunktion bezeichnet, I4(x) = 1, falls € A, und 0 sonst.
Zeigen Sie: X, ist fiir alle n € N eine endlich diskrete Zufallvariable, und die Folge
der Entropien { H(X,)} _. ist schwach monoton wachsend. Ist {H(X”)}neN stets
nach oben beschrankt?

neN

Aufgabe 3.7

a) Die Zufallsvariable X sei Bin(n, p)-verteilt, also P(X = k) = (})p*¢"7%,0 <
k <n, mit 0< p <1 und g=1—p.
Man zeige: H(X) < —n(plogp + qlogq).

b) In einer unabhéingigen Versuchsserie mit den Ausgéingen 0 und 1 mit Eintritts-
wahrscheinlichkeit 1—p und p, 0< p <1, bezeichne X,, die Anzahl der Versuche
unter den ersten n, die der ersten 1 vorausgehen.

Berechnen Sie H(X,,). Was ergibt sich hier fiir n — oco?
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Aufgabe 3.8 Die Zufallsvariable X beschreibe die Eingabe, die Zufallsvariable Y’
die Ausgabe eines biniren symmetrischen Kanals mit Fehlerwahrscheinlichkeit ¢,
0 < e <1 (s. Beispiel 3.1). Zeigen Sie, dafi H(X) < H(Y). Wann tritt Gleichheit
ein?

Aufgabe 3.9

a) X,Y und Z seien endlich diskrete Zufallsvariablen. Man beweise
H((X,Y) | Z) <HX|Z)+H(Y|Z).

b) {X,}nen sei eine Folge von endlich diskreten Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, .4, P). Zeigen Sie: Die Folge der bedingten Entropien
{H(X1 | (X2, X35, ... ,Xn)) }:O:2 ist monoton fallend, dagegen ist die Folge der

bedingten Entropien {H((XQ, X3,y X)) | Xl) }2022 monoton steigend.

Aufgabe 3.10 Die Entfernung d (X,Y) zweier endlich diskreter Zufallsvariablen
X,Y sei definiert durch d (X, Y)=H(X |Y)+ H(Y | X).

Man zeige, dafl fiir drei endlich diskrete Zufallsvariablen X,Y., Z die Dreiecksun-
gleichung gilt:

d(X,Y)<d(X,2Z)+d(Z,Y).

Aufgabe 3.11 Man beweise: Fiir jede reelle Zahl b > 1 ist die Funktion f = log,
die einzige stetige Funktion f : (0,00) — R, die der Funktionalgleichung f(zy) =
f(z) + f(y) und der Anfangsbedingung f(b) = 1 geniigt.

Aufgabe 3.12

a) Sei X, die Menge aller endlich diskreten Zufallsvariablen X, die hochstens die
Werte vy, ---,v, € R mit positiver Wahrscheinlichkeit annehmen und den Er-
wartungswert E(X)=p fiir ein festes u € R besitzen. Man zeige:

)I(nea% H(X) = H(X")
wird angenommen fiir eine Zufallsvariable X* deren Verteilung gegeben ist
durch p;, = P(X* = v;) = eﬁ”i(E?:1 eﬁ”j)fl, 1 < ¢ < n, mit einem ein-
deutigen “Verteilungsmodul” —oo < 8 < oo (Boltzmann-Verteilung).

b) Fiir n =3 und v; =4, 1 < i < 3, bestimme man 3 explizit.
Aufgabe 3.13 P* = |J,,cy Pm bezeichne die Menge aller Wahrscheinlichkeits-

vektoren. H : P* — R sei eine Funktion mit folgenden Eigenschaften. Fiir alle
meN, (p1,...,pm) € P gilt:
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1) H#0,

2) H|Pm ist stetig und symmetrisch, d.h. H(p1,...,pm) = H(pr), -

alle Permutationen ,

3.) H(pi,. -y Pm) §H(%,...,%),

4.) H(p1,...,Pm,0) = H(p1,-..,pm),
5) H(plaap’m):H(pl +P2;P3aapm)+(P1 +p2)H( 1

p1+p2’ p1+p2

Zeigen Sie, dafl dann eine Konstante b > 0 existiert mit

m
H(ps,...,pm) = — Y _ pilog, pi.
=1

b2

.. 7p7r(m)) fiir

).



4  Kodierung diskreter Quellen

Bei dem in der Einleitung vorgestellten Standardmodell wird nun der Zu-
sammenhang zwischen Quelle und Quellenkodierer untersucht, also der in
der folgenden Graphik gestrichelt umrahmte Block.

———————————————

: Quelle : Ziel
i | Quellenkodierer | , Dekodierer
Kanalkodierer ——— Kanal —| Kanaldekodierer

zuféllige Stérungen

Generelle Zielsetzung ist, die von der Quelle aus einem bestimmten Alpha-
bet gebildeten Worter iiber einem (in der Regel bindren) Kodealphabet
moglichst kompakt zu kodieren. Dieser Vorgang wird als fehlerfrei ange-
nommen, so dafl keine Redundanz zu einer eventuell notigen Fehlerkorrek-
tur vorgesehen werden muf. Die Hauptaufgabe des Quellenkodierers ist also
Datenkompression und Ubersetzung der eingehenden Quellsignale.

Die Quelle benutzt das m-elementige Alphabet X = {z1,...,x,,} und sen-
det Werter (ug,...,uy) € X* = [J2, X% Der Kodierer verwendet das
Alphabet Y = {y1,...,yq}, er kodiert (uq,...,uy) durch (wy,...,wg) €
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Ve =Ur, V!, Wenn mit Kodes fester Linge gearbeitet wird, 148t sich die
kleinste Wortlédnge L, so dafl jedes Quellwort der Linge N kodiert werden
kann, aus folgender Ungleichung bestimmen.

logm

|xN ] =m" <d' = |V = Lle .
ogd

Bei natiirlichsprachigen Quellen treten jedoch viele Quellworter nur mit sehr
kleiner Wahrscheinlichkeit auf. So gibt es 26" Worter der Liange N, doch
davon wird in einer natiirlichen Sprache nur ein winziger Teil genutzt. Wie-
viele sinnvolle Worter mit 5 Buchstaben sind IThnen im Deutschen bekannt?
Man kann aus 26 Buchstaben 11.881.376 verschiedene Worter mit 5 Buch-
staben bilden, einen Sinn haben die wenigsten davon. Es stellt sich die Frage,
ob L nicht wesentlich kleiner gewéhlt werden kann als N logm/logd, und
zwar so, dafl die Wahrscheinlichkeit, fiir ein Quellwort kein Kodewort zur
Verfiigung zu haben, sehr klein ist. Dieses Problem wird in Abschnitt 4.1
iiber Kodes fester Lange behandelt.

Werden hingegen Kodes variabler Liange benutzt und ist die Verteilung des
Auftretens einzelner Quellbuchstaben bekannt, wird man den Kode so kon-
struieren, daf} hdufig auftretende Quellbuchstaben Kodeworter kurzer Liange
und selten auftretende die ldngeren Kodeworter zugewiesen bekommen. Be-
absichtigt wird hiermit, die Kodewortlédnge im Mittel moglichst kurz zu ma-
chen. Dieses Ziel wird in Abschnitt 4.2 verfolgt.

Die beiden folgenden einfiithrenden Beispiele verdeutlichen grundsétzliche
Konzepte bei der Kodierung. Bindre Kodierung wird hierbei als ja- oder
nein-Antwort auf Serien von entsprechenden Fragen interpretiert.

Beispiel 4.1 X = {z1,...,25} sei eine fiinfelementige Menge. Der stocha-
stische Vektor p = (0.3, 0.2, 0.2, 0.15, 0.15) beschreibe die Verteilung eines
Zufallsexperiment mit Ergebnismenge X'. Wir stellen uns die Aufgabe, mit
ja/nein-Fragen den Ausgang des Experiments von jemandem zu erfragen,
der weif}, wie das Experiment augegangen ist. Die folgende naive Fragestra-
tegie liegt direkt auf der Hand. Bei der i-ten Frage wird gefragt: ‘War der
Ausgang x;7’,i = 1,...,4. Spétestens nach 4 Fragen weifl man den Ausgang
des Experiments, da viermal ‘nein’ auf den Ausgang x5 schliefen 1i8t. Die
Wahrscheinlichkeit, hierbei den Ausgang mit genau einer Frage zu erfahren,
ist 0.3, mit genau zwei Fragen 0.5, u.s.w.. Eine Kodierung der Ergebnisse
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des Experiments (X, p) kann unter dieser Strategie durch (1 = ja und 0 =
nein) mit den Kodewdrtern

x1 (1), x2 — (0,1), x3 — (0,0,1),
24— (0,0,0,1), x5 — (0,0,0,0,)

vorgenommen werden. Die erwartete Anzahl von Fragen ist
1-03+2-0243-024+4-0.154+4-0.15=2.5.
Es gibt jedoch bessere Fragestrategien, die im Mittel mit weniger Fragen

auskommen. Die im folgenden Graphen dargestellte Strategie unterbietet
die naive beziiglich der erwarteten Kodewortlénge.

nein nein nein
x1 oder x2? x3? T4?
ja ja ja
nein
:81?
ja
1’1! 1’2! wgl l’4! l’5!

Den Ausgang x1 des Experiments erfahrt man nach zwei ja-Antworten, xo
nach einer ja- und einer nein-Antwort, u.s.w.. Eine Kodierung der Ergebnisse
des Experiments erfolgt wie oben durch

x1 — (1,1), zo — (1,0), 3 +— (0,1), x4 — (0,0,1), x5 +— (0,0,0).

Die Anzahl der Fragen oder dquivalent die Lange des Kodewortes bei dieser
Strategie ist eine Zufallsvariable

Z : X — N: z; — Anzahl der Fragen, mit denen man z;
erfragen kann

= Lénge des zugehorigen Kodewortes.

Hier gilt Z(z1) = Z(22) = Z(x3) = 2, Z(x4) = Z(x5) = 3, ferner P(Z =
2) = P({z1,22,23}) = 0.7, P(Z = 3) = P({x4,25}) = 0.3. Die erwartete
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Anzahl von Fragen, die in jedem Fall zum Ziel fiihren, oder dquivalent die
erwartete Lange der verwendeten Kodeworter, betrigt

E(Z)=07-240.3-3=23.

Die Strategie ist in der Tat besser als die naive Strategie von oben. Sie ist
sogar die beste, wie spéiter bewiesen wird. Die Entropie der Verteilung p
berechnet sich zu

H(pi,...,p5) = —(0.31log, 0.3 + 0.41og, 0.2 4 0.31og, 0.15)
~ 2.27095,

sie ist etwas kleiner als E(Z). Wir werden spéter sehen, dafl dieser Sach-
verhalt allgemein gilt: Ist die Basis der verwendeten Logarithmen m, so ist
die Entropie eines Zufallsexperiments stets kleiner als die erwartete Kode-
wortldnge eines Kodes, der die zugehorigen Ergebnisse eindeutig kodiert.
Die Entropie ist also eine untere Schranke fiir das Effizienzmafl “erwartete
Kodewortlénge”. "

Beispiel 4.2 (Blockfragestrategie)

Seien X1, X5 stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, jeweils mit Triger
X = {x1,12}. X = (X1, X3) ist dann ein Zufallsvektor mit Triger X2
P(X; = x1) = 0.7, P(X; = z2) = 0.3, i = 1,2, beschreibe die Vertei-
lung von X7 bzw. X5. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit ist hiermit
auch die gemeinsame Verteilung von (X1, X2) festgelegt. Die Aufgabe lau-
tet, mit ja/nein-Fragen den Ausgang des Experiments zu erfragen, das durch
(X1, X2) beschrieben wird. Eine zugehorige Blockfragestrategie wird analog
zu Beispiel 4.1 graphisch dargestellt.

nein nein nein
(:81,:81)? (:81,:82)? (1'2,1'1)?
ja ja ja
($17x1)! (m’l,l’z)! (x27m1)! (ac27ac2)!

Wie im vorigen Beispiel lassen sich Antwortfolgen, die zu einem bestimmten
Ergebnis fithren, als Kodierung des Ergebnisses interpretieren, und zwar

(z1,21) = (1), (21,22) = (0,1),
(.%'2,.%'1) = (0,0, 1), (.%'2,1‘2) = (0,0, 0).
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Um die Effizienz der Fragestrategie (oder Kodierung) mit Féllen vergleich-
bar zu machen, bei denen lediglich ein Ergebnis erfragt wird, wéhlen wir
als Maf} die erwartete Anzahl der Fragen pro Komponente. Bezeichnet die
Zufallsvariable Z wie oben die Anzahl der Fragen, so gilt im vorliegenden
Beispiel

1E(Z) = $(1-0.49+2-0.21 + 3-0.21 + 3 - 0.09) = 0.905.
Fiir die Entropie von X7 bzw. X, gilt
H(X1) = H(X3) = —0.71og, 0.7 — 0.31log, 0.3 = 0.8813,

sie ist wieder kleiner als das Effizienzma$§ 1E(Z2).

Wir werden spéter sehen, dafl dies allgemein gilt. Mehr noch, bezeichnet
E(Zy) die erwartete Kodewortlinge bei Blockkodierung von Blécken der
Lénge N und sind X3, ..., Xy stochastisch unabhéngige, identisch verteil-
te Zufallsvariable ein Modell fiir die Quelle, so existieren Blockkodes mit
+E(Zy) — H(X;) (N — ). .

4.1 Kodes fester Linge

Wie bereits festgestellt, benutzen natiirliche Sprachen nur einen sehr klei-
nen Teil der Menge aller theoretisch moéglichen Worter bestimmter Lénge
iiber einem gegebenen Alphabet. Ein addquates stochastisches Modell mufl
diesen Sachverhalt widerspiegeln und den meisten Wortern eine nur sehr
kleine Wahrscheinlichkeit geben. In der Tat 148t sich diese Situation schon
im einfachen Modell von stochastisch unabhéngigen Buchstaben beobach-
ten. Hiermit beschéftigt sich der folgende Abschnitt.

Die Menge der Quellworter 148t sich in typische und untypische einteilen.
Die untypischen besitzen alle zusammen fiir grofle Wortlédngen eine beliebig
kleine Wahrscheinlichkeit. Werden jetzt nur fiir die typischen Quellworter
Kodeworter zur Verfiigung gestellt, so ist die Wahrscheinlichkeit, fiir ein
gegebenes Wort kein Kodewort zu haben, sehr klein. Wir beginnen mit der
Definition eines einfachen Quellenmodells.
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Definition 4.1 (Diskrete gedéchtnislose Quelle, DGQ)

{X }nen sei eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit Verteilung PX» = PX fiir alle n € N und Tréger X =
{z1,...,xm}. {Xn}nen (oder auch X) heift diskrete gedéchtnislose Quelle
(DGQ) (discrete memoryless source). X heifit Alphabet der Quelle.

Satz 4.1 (Asymptotische Gleichverteilungseigenschaft, Feinstein 1959)

{ X }nen sei eine DGQ mit Alphabet X = {x1,...,x,,} und Entropie H =
H(X), gebildet mit Logarithmen zur Basis 2. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

Ve, 0 >0 INgeNVN>Ny 3T C XN

a) 27 NVHF) < P(X) =ay,..., Xy = ay) < 27NH)
fiir alle (ay,...,an) €T

b) P((X1,...,Xy)eT¢) <e
C) (1 _ 8)2N(IJ*5) < ’T‘ < 2N(H+5)
Beweis. Bezeichne Xy = (X1,...,Xy) und ay = (ay,...,ayn). Der In-

formationsgehalt des Ereignisses {Xy = an}, ay € X, ist wegen der
stochastischen Unabhéngigkeit von X1,..., XN

IXN(aN) = —logP(XN = aN)
= —log (P(X1 =ay) - P(Xy = GN))

N N
= —Zlog P(X; =a;) = ZIXi(Gi)- (4.1)
i=1 i=1

Die Zufallsvariablen
Ix, : <X°° ®‘J3 , plXn} > —R
: {an}neN — —log P(Xk = ak), ke N,

bilden eine stochastisch unabhéngige Folge {Ix, }ren. Mit dem starken Ge-
setz grofier Zahlen (vgl. Satz 2.3) folgt

lim Z Ix, =E(Ix,) = H(X) PXn}_fast sicher.

N—oo



4.1 Kodes fester Lange 49

Hieraus folgt wie in (2.4) stochastische Konvergenz, also fiir alle €, > 0
existiert ein Ny, derart dafi N > N

P{XN}<‘% iIXk ~ H(X)| > 4) <.
k=1

Wegen (4.1) ist dies dquivalent zu

P Xn) <{(a1, ay) € xN ‘ |%IXN((1N) —H(X)| > 5})

<e. (42)

Mit der Menge

T= {(al,...,aN) exVN ‘ ‘%IXN(O,N) —H(X)| < 5}

wird nun die Menge der typischen Quellworter bezeichnet. Wegen (4.2) gilt
die Abschiitzung PX1XN)/(T) > 1 — ¢ und PK1-XN)(TC) < . Damit ist

b) gezeigt.

Ferner gilt mit Logarithmen zur Basis 2 fiir alle (a1,...,an) € T, da8
N(H - ) < Ixy(ay,...,an) < N(H + §) genau dann, wenn 2~ N(H=9) >
P(Xy=a,...,XNy=an) > 2~ NH+)  woraus a) folgt.

Die Méchtigkeit von T wird mit Hilfe der folgenden Ungleichungen ab-
geschétzt.

1> PXN(T) > |T| - min P(Xy =ay) > [T|- 27V,
ayec

so daB |T'| < 2NV(H+9) | Ferner gilt

(1-&) < PX(T) < |T|- max P(Xy = aw) < |7]- 27470,
an

Also ist [T| > (1 —¢) - 2N(H=9)  Hiermit ist c) gezeigt. .

Satz 4.1 besagt, dal fiir beliebig kleines ¢ > 0 fiir alle geniigend grofien
Wortlingen N eine Partiton von X% in eine Menge von typischen Quellwor-
tern T und eine von untypischen T¢ existiert. Die untypischen Quellworter
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haben alle zusammen eine Wahrscheinlichkeit von hochstens €. Fiir die ty-
pischen Quellworter a € T gilt wegen Teil a)

| - %logP(XN =ay)—H| <04

Die mit 1/N normierte logarithmierte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
eines typischen Quellworts ist also approximativ konstant gleich der Entro-
pie der Quelle. Kénnen § und N so gewihlt werden, daf fiir kleine € auch N§
nahe bei Null ist, so besitzt jedes @ € T approximativ die Wahrscheinlich-
keit 27V In diesem Fall enthilt T approximativ 2V Elemente. Man sagt,
die Quelle besitzt die asymptotische Gleichverteilungseigenschaft (asympto-
tic equipartition property). Diese Zusammenhénge kénnen folgendermafien
skizziert werden.

XN
T mit P(Xy =ay) ~2 N fiir alleay € T

T¢ mit P(Xy € T¢) < ¢

Die Menge T in Satz 4.1 ergibt sich aus der Konvergenzaussage des Gesetzes
grofer Zahlen. Eine konstruktive Bestimmung von 7T ist hieraus jedoch nicht
moglich. Bei Verwendung einer anderen Basis b der Logarithmen erhé&lt man
analoge Aussagen, indem die Zahl 2 durch die entsprechende Basis b ersetzt
wird.

Satz 4.1 148t sich ebenso fiir jede diskrete Quelle { X, },,eny beweisen, solan-
ge PXV = PX und limy—oo + S0, Ix, = E(X) P&nlstochastisch gilt.
Diese Eigenschaften besitzen etwa stationére, ergodische Quellen (siehe z.B.
[15], [10]). Stationére Quellen werden in spéteren Kapiteln behandelt.

Bei diskreten gedéchtnislosen Quellen kann Satz 4.1 a) verschérft werden zu
(s. Ubungsaufgabe 4.3) Ve > 036(c),Ngo e NVN > Ny Vay € T:

9~ NH—VN§ P(Xy =ay) < o~ NH+VN§

Die Einteilung der Grundmenge in typische und untypische Quellworter hat
eine Reduktion des Aufwands bei Kodierungen fester Lange von Wortern
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iiber einem Quellalphabet X = {z1,...,2,,} durch Wérter iiber einem
Kodealphabet ¥ = {y1,...,yq}, d > 2 zum Ziel. Werden lediglich fiir die ty-
pischen Quellworter eindeutige Kodeworter zur Verfiigung gestellt, so treten
wegen Satz 4.1 Dekodierfehler fiir grofe N nur mit sehr kleiner Wahrschein-
lichkeit auf. Die Frage ist, wie “kurz” die Kodewortldnge dann sein darf.

Im folgenden werden Quellworter der Linge N aus XN durch Kodewérter

der Linge L aus YE kodiert. Wir nehmen an, daf$ D)L‘ < {XN‘, d.h. L <

N lﬁ)ggrg. Ansonsten gibt es ja keine Probleme, da fiir jedes Quellwort ein

Kodewort bereitsteht.

Zur Beschreibung der Menge von Quellwortern, die ein Kodewort besit-
zen, wird im folgenden eine injektive Abbildung ¢ : Y — XN verwendet.
Die zugehorige Inverse ¢! auf dem Bildbereich g(J*) C XV reprisentiert
dann eine Abbildung, die jedem Quellwort aus g(J*) ein Kodewort aus
Y zuordnet. Wir vereinbaren daher fiir den folgenden Satz die Sprechwei-
sen: g heiBt Kodierung, g(Y%) heit Menge der Quellwérter mit Kodewort.
F, = XN\g(YL) bezeichnet die Menge der Quellworter ohne Kodewort,
die sogenannte Fehlmenge unter der Kodierung g. Graphisch 148t sich die
Situation wie folgt veranschaulichen.

XN
g
g(Y") Ve
FQ
Satz 4.2

{ X }nen sei eine diskrete gedéchtnislose Quelle mit Entropie H(X). Dann
gilt fiir alle § > 0:

a) Falls Ly > N H(X)+5, existiert eine Folge von Kodierungen gy : YN —
logd

XN, N €N, mit

lim P(Xy € F,,) =0.

N—oo



52 4 Kodierung diskreter Quellen

b) Falls Ly < N Hg;)dﬂs, gilt fiir alle Folgen von Kodierungen gy : Y*N —
XN daff

lim P(Xy € Fy) = 1.

N—oo

Beweis. a) Fiir alle § > 0, N > Ny gilt mit Satz 4.1 ¢), da§ |T| <
NUH+0) < gl da L > N Hf()););él Hieraus folgt die Existenz einer injektiven
Abbildung gy mit gy(VE) 2 T. Da F,, C T, gilt P(Xy € F,,) <
P(Xy € TY) < ¢ fiir alle ¢ > 0 und alle geniigend groBen N, womit a)
gezeigt ist.

b) Fiir alle 6 > 0, geniigend grofien N und (ai,...,an) € T gilt mit Satz
41 a) P(Xy = ay) < 27NWH=9 Nach Voraussetzung ist d < 2N(H=20)
und damit P(XN eTn gN(yL)) < oN(H=26)9=N(H=0) — 9=No Ferner ist
P(Xy € T Nngn (YY) < e fiir alle € > 0 und alle geniigend grofien N.
Insgesamt gilt P(Xy € gny(VF)) < e+ 27V woraus P(Xy € Fy,) —
1 (N — o0) fiir jede Kodierung gy folgt. Dies zeigt b). "

Interpretiert man % als Anzahl der Kodebuchstaben pro Quellbuchstabe,

N
so macht Satz 4.2 die folgenden Aussagen. Ist % etwas grofler als ]E)(g)ii)’

existiert ein Kode mit einer kleinen Fehlerwahrscheinlichkeit. Ist aber % nur
Tod
Fehlerwahrscheinlichkeit nahe bei 1. Die normierte Entropie ]i)(g)il) erweist
sich als der kritische Wert fiir die Anzahl der Kodebuchstaben pro Quell-
buchstabe, oberhalb dessen brauchbare Kodierungen existieren, unterhalb
dessen aber keine funktionierende Kodierung konstruiert werden kann. Dies
ist eine weitere Bestéitigung dafiir, dafl die Entropie das richtige Maf fiir
Unbestimmtheit ist. logd ist lediglich eine Normierungskonstante, mit der
die Machtigkeit des Kodealphabets beriicksichtigt wird. Sie verschwindet,

wenn d als Basis des Logarithmus gewéhlt wird.

SO

etwas kleiner als so hat jeder Kode bei grofien Quellwortléingen eine

4.2 Kodes variabler Linge

Wie oben bezeichne X = {z1,...,z,} das Quellalphabet und ) =
{y1,...,yq} das verwendete Kodealphabet. Im Unterschied zum vorher-
gehenden Abschnitt werden jetzt nicht Quellworter der Lange N mit Ko-
dewortern fester Lange L kodiert, sondern jeder Buchstabe des Alphabets X
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mit einem Kodewort variabler Lénge iiber dem Alphabet ). Um die Anzahl
zu iibertragender Symbole klein zu halten, sollten héufig auftretende Buch-
staben des Quellalphabets mit kurzen Kodewortern und selten auftretende
mit ldngeren Kodewortern kodiert werden. Im Morsealphabet zum Beispiel
wird der haufig anzutreffende Buchstabe e mit ‘-’ und das selten auftretende
q mit ‘- ——’ kodiert. Hiermit wird das Ziel verfolgt, die Kodewortlénge im
Mittel moglichst klein zu halten.

In einem zweiten Schritt werden dann Blocke aus Quellbuchstaben nach den
gleichen Prinzipien mit Kodewortern variabler Liange kodiert. Dies fiithrt zu
den sogenannten Blockkodes.

Definition 4.2 (Kode, Kodewort)
Seien X = {x1,...,2mn} ein Quellalphabet, Y = {y1,...,yq} ein Kodealpha-
bet und

[oe]
4
g:X—> Uy :xj|—>(wj1,...,wjnj),
/=1

wobei wj, € YV, j=1,...,m, k=1,...,nj, n; €N, eine injektive Abbil-
dung. g(v;) = (wj1,...,wjn;) heiBt Kodewort des Buchstabens x; € X. n;
heifit Linge des Kodewortes. g heifit Kode oder Kodierung mit Kodewort-

menge K = g(X) = {g(z1),...,9(zm)} .

Durch den Kode g steht fiir jeden Quellbuchstaben ein Kodewort aus
U2, V! zur Verfiigung. Zur Kodierung von ganzen Woértern iiber dem Quel-
lalphabet werden die Kodeworter der entsprechenden Buchstaben einfach
aneinandergehéngt. Hierbei ist wichtig, dal aus einer solchen Verkettung die
einzelnen Kodeworter wieder identifiziert werden konnen. Mit Kodes, die
diese Eigenschaft besitzen, wird vermieden, da8 bei der Ubertragung von
mehreren Kodewortern hintereinander diese durch ein besonderes Symbol
voneinander getrennt werden miissen.

Definition 4.3 (eindeutig dekodierbar)
Ein Kode g heifit eindeutig dekodierbar (kurz: e.d., englisch: uniquely deco-
dable, uniquely decipherable), wenn die Abbildung

G UXZ_’ Uygz(al,...,aN)H (g(al)a"'vg(aN))
=1 /=1
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injektiv ist. (g(al), e ,g(aN)) ist dabei als Verkettung oder Konkatenation
der Kodewdrter g(ay),...,g(an) zu lesen.

Im allgemeinen ist es schwierig festzustellen, ob ein Kode eindeutig deko-
dierbar ist. Niitzlich fiir die Konstruktion solcher Kodes sind daher hin-
reichende Bedingungen fiir eindeutige Dekodierbarkeit. Die folgende Klasse
der prifixfreien Kodes ist insbesondere unter Implementationsaspekten von
besonderer Bedeutung.

Definition 4.4 (Prifix, préfixfrei)

b= (b1,...,b,) und ¢ = (c1,...,¢5) € U2, Vb, 1 < s, seien Kodewdrter.
b heift Prifix von ¢, wenn ein d = (di,...,ds—,) € Uy, V"’ existiert
mit ¢ = (by,...,b.,dy,...,ds—). Ein Kode heifit préfixfrei (kurz: PF-
Kode, englisch: prefix code, instantaneous code), wenn kein Kodewort aus
{g9(z1),...,9(xy)} Préfix eines anderen ist.

Lemma 4.1 PF-Kodes sind eindeutig dekodierbar.

Beweis. Dem Beweis liegt die folgende Idee zugrunde. Suche die Folge der
Kodebuchstaben von der ersten Stelle (d.h. von links) beginnend ab, bis
das erste Kodewort identifiziert ist. Dieses ist aufgrund der Préfixfreiheit
eindeutig. Fahre mit dem Rest der Folge genauso fort.

Zu zeigen ist, daf fiir alle N, M € N, (aq,...,an), (b1,...,bn) € s X*

(g(al)v"' 7g(aN)) = (g(b1)7 7g<bM))
= N = Mund (ay,...,an) = (b1, .., bar),

also die Injektivitét von G. Angenommen, es gilt |g(a1)| < |g(b1)|, wobei |- |
die Lénge eines Wortes bezeichnet. Dann ist g(a1) Préfix von g(by). Dies ist
ein Widerspruch zur Prifixfreiheit von g. Analog ist |g(a1)| % |g(b1)|. Also
gilt |g(a1)| = |g(b1)], folglich g(a1) = g(b1) und wegen der Injektivitét von g
folgt a1 = by. Mit Induktion ergibt sich g(ays) = g(by) fiir alle £ =1,..., N,
so dafl ap = by und N = M. n

Beispiel 4.3 Fiir das Alphabet X = {z1,...,24} betrachten wir die in
folgender Tabelle definierten Abbildungen g1,...,g4: X — {0,1}¥V.
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1
To 1 10 01
T3 1100|110 011
x4 | 10 | 11 | 111 | 0111

Man sieht sofort, dal g; nicht injektiv, also kein Kode ist. g ist ein binérer
Kode, ist aber nicht eindeutig dekodierbar, denn sowohl (x9,z2) — (1,1)
als auch (z4) — (1,1). Durch paarweise Vergleiche zeigt man, dafl g3 ein
eindeutig dekodierbarer PF-Kode ist. g4 ist nicht préafixfrei aber eindeutig
dekodierbar. 0 dient bei diesem Kode als Trennzeichen. "

Die Frage, wann zu einem Quellalphabet X = {z1,...,z,,}, Kodealphabet
Y = {y1,...,yq} und zu Kodewortlingen ni,...,n,, € N ein eindeutig
dekodierbarer Kode mit den Wortléngen nq,...,n,, existiert, wird durch
den folgenden Satz beantwortet.

Satz 4.3 (a) McMillan (1959), b) Kraft (1949))

a) Fiir alle eindeutig dekodierbaren Kodes mit Kodewortldngen ny,...,ny,
gilt >3, d™ < 1.

b) Gilt umgekehrt fiir Zahlen nq,...,n,, € N, daf} Z;“:l d™™ <1, so exi-

stiert ein PF-Kode, also ein e.d. Kode mit Kodewortldngen ny, ..., Ny.
Beweis. a) Sei g e.d. mit Kodewortldngen nq,...,n, € N. Es bezeichne
r = maxi<ij<m n; und By = [{j | n; = ¢}| die Anzahl der Kodewdrter mit

Léange £. Dann gilt fiir alle k € N

(o) = (S o) =S
j=1 (=1 =k

wobei

Ye Z /Bllﬁlk7 gzk,...,k'?".

1<iy,..., i <r
i1+ Fipg=~C

v ist die Anzahl der Quellworter, die bei Verwendung von g Kodewortlange
¢ haben. Andererseits ist d* die Anzahl aller Kodeworter der Linge £. Da
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g eindeutig dekodierbar also injektiv ist, besitzt jedes Kodewort hochstens
ein Quellwort. Folglich ist v, < d* fiir alle £ = k, ..., k-r. Fiir alle k € N gilt
also

m kr
<Zd—nj>k <>t =k — k41 <
= —k

und durch Grenziibergang k — oo

Zd_"f < (kr)Y*F =1 (k- o).
j=1

Hieraus folgt Behauptung a).

b) Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dafl nq <
ny < ... < ngy,. Ansonsten konnen die Quellbuchstaben entsprechend umnu-
meriert werden. Gelte Z;“:l d™" < 1. Wir fithren den Beweis konstruktiv

und geben einen PF-Kode mit Wortlédngen ny, ..., n,, an. Bezeichne hierzu
N(a) ={be Y™ | a ist Prifix von b}.

N(a) ist die Menge aller Fortsetzungen von a zu einem Wort der Lénge
M. Wihle nun z; € Y™ beliebig. Offensichtlich gilt [N (z1)] = d™™ ™, und
falls m > 2,

dammT < dtm.

Also ist Y \N (z1) # 0.
Hieraus folgt, daf} ein z5 € Y™ derart existiert, dal z; kein Prifix von zo
ist. Es gilt [N (z2)| = d™~"2. Falls also m > 3, hat man

m m
drm—n 4 grmenz Zdnmfnj — g denj < dnm
=1 j=1

wegen der Voraussetzung » 7", d™" < 1. Also ist Y\ (N (z1) UN (22)) #
0.

Damit existiert z3 € Y™ so, dafl weder z; noch zy Préfix von z3 sind. Die
m-fache Anwendung dieses Verfahrens liefert eine prifixfreie Menge K =
{z1,...,2m}. Der gesuchte Kode g wird nun durch g(z;) = 2;,j=1,...,m
festgelegt. Er ist prifixfrei, also eindeutig dekodierbar, womit b) bewiesen
ist. [
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Beispiel 4.4 (Konstruktion eines PF-Kodes mit gegebenen Wortlédngen)
Fiir die Zahlenwerte m = 6, d = 2 und nqy = ngy = 2, ng = ng = ns = 3,
ng =4 gilt Y927 =25 +3-F+ & = < 1. Also existiert ein
bindrer PF-Kode, der wie im Beweis von Satz 4.3 b) konstruiert wird. Mit
Hilfe eines binédren Kodebaums, dessen Tiefe der maximalen Kodewortldnge
ng = 4 entspricht, kann das Prinzip iibersichtlich dargestellt werden.

Zunéchst wird ein beliebiger Knoten der Tiefe 2 ausgewahlt, der ein Kode-
wort fiir z1 repréisentiert. ‘Nach oben’ wird hierbei als 1 und ‘nach unten’ als
0 gelesen. In dem oben dargestellten Baum ergibt sich (1,1) als Kodewort
fiir z1. Alle Nachfolgerknoten wiirden den mit x; markierten Knoten als
Prifix haben, sie werden als mogliche Kodewdrter ausgeschieden. Dies ist
durch den schriagen Strich durch den entsprechenden Teilbaum angedeutet.
Mit xo,...,z¢ verfihrt man entsprechend. Die Existenz von verbleibenden
Knoten wird durch den Beweis von Satz 4.3 b) sichergestellt. Nachdem alle
6 Buchstaben im Baum untergebracht sind, erhédlt man den in der folgenden
Tabelle dargestellten Kode.

i “331‘562‘563‘5'34‘335‘ L6
g(x;) [ 11 ] 10 [ 011 | 010 | 001 | 0001

=)
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Dieser ist nicht eindeutig, er ist auch nicht optimal. x¢ hétte durch den
untersten Knoten der Tiefe 3, also (0,0, 0), kodiert werden kénnen, ohne die
Prafixfreiheit zu storen. In der Tat ist 2-272+4-273 = 1, die hinreichende
Bedingung fiir die Existenz eines PF-Kodes aus Satz 4.3 b) ist also auch fiir
die Kodewortlingen ny = no = 2 und n3 = ng = ns = ng = 3 erfiillt. n

Die Giite einer Kodierung wird im folgenden durch die erwartete Kode-
wortlédnge gemessen. Sei X eine diskrete gedichtnislose Quelle und ¢ ein
Kode. Die Zufallsvariable

Ny: X - N:z;—n;

bildet den Quellbuchstaben x; auf die Lénge des zugehérigen Kodeworts
unter der Kodierung g ab. Die erwartete Kodewortlinge, bezeichnet mit
n(g) betragt dann

(g) = E(Ng) = Y n;P(X = ).
j=1

Ziel ist es, einen eindeutig dekodierbaren Kode ¢g* mit kiirzester erwarteter
Kodewortlénge zu finden, d.h. mit der Eigenschaft n(g*) < n(g) fir alle e.d.
Kodes g.

Der folgende wichtige Satz gibt eine obere und untere Schranke fiir die er-
wartete Kodewortlénge eindeutig dekodierbarer Kodes an.

Satz 4.4  (Noiseless Coding Theorem, Shannon (1948))
Sei X eine diskrete gedéchtnislose Quelle mit Alphabet X = {x1,...,2m}
und Entropie H(X) > 0. Y = {y1,...,y4}, d > 2, sei ein Kodealphabet.

a) Fiir alle e.d. Kodes g gilt Ili)(g)il) < n(g).
o L H(X)
b) Es existiert ein PF-Kode g mit n(g) < 1577 + 1.

Beweis. a) Zur Abkiirzung wird p; = P(X = x;) gesetzt, j = 1,...,m. Fiir
alle e.d. Kodes g folgt dann mit Satz 4.3 a) und der Ungleichung Inz < z—1,
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falls z > 0, daf3

m 1 m
H(X)—n(g)logd = ijlog; —ijnjlogd

j=1 =1
- Z log( ) < (loge) Y Pj(d;j - 1)
= Jp;>0 !

Durch Auflésen nach n(g) folgt die Ungleichung a).

b) Wir weisen die Existenz eines PF-Kodes mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten nach. Wihle n; so, dall d™" < p; < d~"tl j=1,...,m. Hierbei kann
ohne Einschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, daf p; > 0 fiir
alle j. Es folgt >0, d™™ < 37 p; = 1. Wegen Satz 4.3 b) existiert ein
PF-Kode g mit Wortlangen nq,...,n,. Nach Konstruktion gilt fiir diesen
Kode logp; < (—n; + 1)logd, so daf

m m
ijlogp] (logd) Z (—n; +1).

Dies bedeutet H(X) > (logd)(n(g) — 1), und b) folgt nach Auflésen dieser
Ungleichung. -

Man beachte, dafi bei Satz 4.4 die Gedéchtnislosigkeit, also die stochastische
Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen, keine Rolle spielt. Die Abhéngigkeits-
struktur wird erst bei der Blockkodierung von Quellen relevant.

Ferner geht die Wahl der Basis des Logarithmus bei der Entropie in die Un-
gleichungen als multiplikative Konstante ein. Wird als Basis die M&chtigkeit
des Kodealphabets d gewahlt, gilt logd = 1, so dafl der normierende Faktor
logd in a) und b) verschwindet.

Satz 4.4 beantwortet auch die Frage aus Beispiel 4.1, wenn man ja/nein-
Fragestrategien mit binéren Kodierungen ¢ identifiziert. Bei Verwendung
von Logarithmen zur Basis 2 gilt fiir die erwartete Anzahl von Fragen E(Z),
daBl H(X) < E(Z) = n(g) fiir alle zum Ziel fiithrenden, d.h. eindeutig deko-
dierbaren Fragestrategien.
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Gegeben sei nun eine Quelle X mit Wahrscheinlichkeiten pq, ..., pmn, wobei
p; = P(X = z;). Wéhlt man n; = [—logp;/logd], j = 1,...,m, so gilt
> je1d™™ < 1. Nach Satz 4.4 b) existiert ein PF-Kode g mit Wortléngen
N1, ...,Nm und n(g) < H(X)/logd+ 1, der hochstens um 1 (Bit) schlechter
als der bestmogliche Wert H (X)) /log d ist. Die Konstruktion eines prifixfrei-
en Kodes mit >, d™™ < 1 wurde im Beweis von Satz 4.3 b) vorgefiihrt.
Explizit bestimmt man den zugehorigen Kode mit Hilfe eines Kodebaums
wie in Beispiel 4.4. Der nach diesem Verfahren zu gegebenen Wahrschein-
lichkeiten pq, ..., p, konstruierte Kode § heiffit Shannon-Fano-Kode. Er hat

die Eigenschaft n(g) < H(X)/logd + 1.

Die bisher entwickelten Methoden lassen sich genauso zur Kodierung von
Wértern iiber dem Alphabet X einsetzen. Blocke (ag,...,an) € XN der
Lange N werden dabei als Buchstaben des zusammengesetzten Alphabets
XN aufgefat und mit Kodewértern variabler Linge kodiert. Hierdurch ent-
stehen sogenannte Blockkodes.

Zur formalen Beschreibung sei {X,, }en eine diskrete gedéchtnislose Quel-
le mit Entropie H(X) und zugehorigem Alphabet X = {z1,...,z,,}. Der
Zufallsvektor Xy = (X1,...,Xx) ist dann eine endlich diskrete Zufallsva-
riable mit Triager XV und stochastisch unabhingigen Komponenten. Fiir
die Entropie gilt mit Satz 3.1 d)

H(Xy)=H(X))+ -+ H(Xy)=N-H(X).

Ein Kode ¢N) : XN — U2, V! heift in diesem speziellen Zusammenhang
Blockkode. Mit n(aq,...,an) = ‘g(N)((al,...,aN))‘ wird die Lénge des
Kodewortes von (a1,...,ay) € X bezeichnet und mit

a(g™)) = Z n(ay,...,any)P(X1 =a1,..., Xy =apn)
(al,...,aN)EXN

die erwartete Kodewortléinge des Blockkodes ¢®"). 7(¢¥))/N ist dann die
erwartete Kodewortlange pro Quellbuchstabe. Die Definitionen von eindeu-
tiger Dekodierbarkeit und Prafixfreiheit werden entsprechend auf das zu-
sammengesetzte Alphabet XV iibertragen.

Satz 4.5 (Blockkodierung)

{ X, }nen sei eine diskrete gedéchtnislose Quelle mit dem Alphabet X =
{z1,..., 2} und Entropie H(X). Y = {y1,...,y4}, d > 2, sei ein Kodeal-
phabet und N € N.
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a) Fiir alle e.d. Blockkodes gV) gilt Ii)(;fj) < ﬁ(gJ(VN)).

ng™) _ H(X)
N logd

b) Es existiert ein préfixfreier Blockkode g™ mit + %
Beweis. Zu beachten ist lediglich, dafi Blockkodes Kodes iiber dem Al-
phabet XV sind. Mit Satz 4.4 gilt fiir alle e.d. Kodes g™, daB a(g!V)) >
H(X,  XN) N'i(c‘lx). Nach Division durch N folgt Behauptung a).

logd 1
Ferner existiert ein prifixfreier Kode ¢g¥) mit 7(g™) < % +1=

Nifg(f) + 1. Division durch N liefert Behauptung b). .

Fiir jedes N € N existiert also ein eindeutig dekodierbarer Blockkode mit

HX) _ ™) _ HX) | 1
logd = N logd N’

Durch Limesbildung N — oo folgt sofort das folgende

Korollar 4.1 Es existieren Folgen { gV
Blockkodes mit

) }NeN von eindeutig dekodierbaren

a(a)
oalg™)  H(X)
N—oco N log d

Fiir geniigend grofile N existiert also ein eindeutig dekodierbarer Blockkode
g™) | dessen Effizienz (im Sinn der erwarteten Kodewortldnge pro Quell-
buchstabe) nahezu optimal ist. Durch Satz 4.5 und Korollar 4.1 werden die
Behauptungen in Beispiel 4.2 fiir bindre Blockfragestrategien gezeigt.

Wieder erweist sich die (mit log d normierte) Entropie als das richtige Maf§
fiir Unbestimmtheit. Sie ist eine untere Schranke fiir die erwartete Ko-
dewortlidnge jedes eindeutig dekodierbaren Kodes, die zum Beispiel mit
Shannon-Fano-Blockkodes asymptotisch erreicht wird.

Das Noiseless Coding Theorem, Satz 4.4, besagt H(X)/logd < n(g) fiir alle
eindeutig dekodierbaren Kodes g. Kein eindeutig dekodierbarer Kode kann
also eine kiirzere erwartete Kodewortlénge als H(X)/log d besitzen. Kodes
g*, die diese Schranke erreichen, fiir die also n(g*) = H(X)/log d gilt, heiflen
absolut optimal.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Gleichheit ist p; = d™"
fir alle j € {1,...,m} mit p; > 0. Dies zeigt der Beweis von Satz 4.4 a).
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Es folgt, dafl kein absolut optimaler Kode existiert, falls ein p; irrational
ist. Dennoch existieren Kodes kiirzester erwarteter Kodewortldnge, deren
Konstruktion unser néchstes Ziel ist.

Definition 4.5 (optimaler Kode)

Ein eindeutig dekodierbarer Kode g* mit Wortldngen n7J,...,ny, heifit opti-
mal (englisch: compact), wenn

m m
n(g") = me? < mez‘ = 7(g)
i=1 i=1

fiir alle e.d. Kodes g mit Wortldngen ny,. .., ny,.
Aus Satz 4.3 folgt

{(nl, <oy Ny) | 1, ...y, sind Wortldngen eines e.d. Kodes}

= {(nl,...,nm) ‘ n; € N,Zd_"j < 1}
7j=1

Zur Bestimmung eines optimalen Kodes fiir eine Quelle mit Wahrscheinlich-
keiten p1,...,pn ist also das folgende Optimierungsproblem zu l6sen.

m m
minimiere ijnj tiber alle nq,...,n,;, € N mit Z d—" <1 (4.3)
=1 j=1

In einem ersten Losungsansatz wird das relaxierte Problem mit stetigen
Variablen z1,..., z;, € R betrachten.

m m
minimiere ijzj iiber alle zq,..., 2, € R mit Z d% <1 (4.4)
=1 j=1
Offensichtlich wird das Minimum bei 77", d™* = 1 angenommen. Ein

Lagrange-Ansatz mit der Lagrangefunktion

L(z1,. .oy 2m,A) = ijzj —l—)\(Zd*zj — 1)
j=1 j=1
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und den zu Null gesetzten partiellen Ableitungen

L

g—%:pi—)\(lnd)dzizo, i=1,...,m,
oL &

o d % —1=

hat als Losung
A=1/Ind und d % =p;,i=1,...,m.

Falls p; > 0 fiir alle 4 = 1,...,m, folgt als notwendige Bedingung fiir eine
Minimalstelle von (4.4)

zf=—Inp;/Ind, i=1,...,m.

Sind z1,..., 2, ganzzahlig, liegt in der Tat eine Losung von (4.3) vor, da
die untere Schranke H(X)/logd in Satz 4.3 a) erreicht wird.

In der Regel wird jedoch keine Ganzzahligkeit vorliegen. Dennoch besitzt das
diskrete Optimierungsproblems (4.3) stets eine optimale Losung nf,...,n",
mit einem zugehorigen Kode ¢*. Der Nachweis der Existenz wird als Ubungs-
aufgabe empfohlen. Die zugehorige erwartete Kodewortlange eines optima-

len Kodes
n(g*) = min{n(g) | g ist ein e.d. Kode}

heiflt reale Entropie der Quelle. Mit Korollar 4.1 folgt fiir optimale Block-
kodes ¢®™)* bei diskreten gediichtnislosen Quellen, daB

1 H(X)
1 () 2 HX)
fm N "(9 ) logd ’

N—oo

d.h. die normierte reale Entropie von optimalen Blockkodes konvergiert mit
wachsender Blocklidnge gegen die Entropie H(X).

Im folgenden wird ein Verfahren zur expliziten Bestimmung optimaler Kodes
hergeleitet, d.h. ein Algorithmus zur Losung von (4.3). Mit Satz 4.3 ist
klar, dafl zu jedem eindeutig dekodierbaren Kode ein prifixfreier Kode mit



64 4 Kodierung diskreter Quellen

denselben Kodewortlangen existiert. Es reicht also, einen optimalen Kode
in der Menge der prifixfreien zu suchen.

Wir beschrinken uns im weiteren auf den Fall bindrer Kodes, d.h. d = 2
und Y = {0, 1}. Fiir eine diskrete Quelle X mit Alphabet X = {z1,..., 2}
bezeichne p; = P(X = x;), i = 1,...,m. Im folgenden Lemma wird die
Existenz von optimalen, binédren prifixfreien Kodes nachgewiesen, bei denen
die Wahrscheinlichkeiten p; und die Kodewortldngen gegenldufig geordnet
sind.

Lemma 4.2 X sei eine diskrete Quelle mit Alphabet X = {z1,...,Zn}
und Wahrscheinlichkeiten p1 > --- > p,, > 0. Dann existiert ein optimaler,

binérer préfixfreier Kode h mit Kodewortldngen (1, ... ,¥¢,,, derart daf3
1) <<ty
(i) 1 = lp,

(iii) A(xm—1) und h(zy,) unterscheiden sich nur in der letzten Stelle.

Beweis. h sei ein optimaler, bindrer PF-Kode mit Wortléngen £1, ..., ¢,,.
Falls p; > p; fiir 1 < i < j < m, gilt {; < {;. Ansonsten tauscht man die
Kodewérter h(z;) und h(z;) aus und erhélt hierdurch einen Kode A’ mit

i(h') —a(h) = pilj + pili — pili — pils = (i — ;) (L — £;) <0,

im Widerspruch zur Optimalitét von h. Falls p; = p; und ¢; > /;, erhilt
man durch Austauschen der Kodeworter h(x;) und h(z;) einen Kode i’ mit
n(h) = n(h'). Durch endlich viele solcher Austauschschritte ergibt sich ein
optimaler PF-Kode, der (i) erfiillt.

Nach (i) existiert ein optimaler PF-Kode h mit ¢ < -+ < £p,. Gilt £,,,_1 <
Ly, erhélt man durch Streichen der letzten (¢, — ¢,,—1) Komponenten des
Kodeworts h(x,,) einen PF-Kode h’' mit nn(h') < f(h), im Widerspruch zur
Optimalitét von h. Dies zeigt (ii).

Angenommen fiir einen optimalen PF-Kode A mit ¢1 < --- < £,,,_1 = {p,
unterscheiden sich je zwei Kodewdrter der Lange ¢, bereits in den ersten
Uy — 1 Stellen. Dann erhélt man wegen der Préfixfreiheit durch Streichen
der letzten Komponente bei den Kodewdortern der Linge £, einen Kode A/
mit (k") < n(h). Hieraus folgt Eigenschaft (iii). .

Das folgende Lemma zeigt, wie ein optimaler Kode durch Anhéngen einer
0 bzw. 1 an das lingste Kodewort zu einem optimalen Kode fiir eine Quelle



4.2 Kodes variabler Lange 65

mit einem zusétzlichen Buchstaben aufgefaltet werden kann, vorausgesetzt
die Wahrscheinlichkeiten der beiden Quellen sind geeignet verkniipft.

Lemma 4.3 Sei X eine diskrete Quelle mit Alphabet X = {x1,...,Tn}
und Wahrscheinlichkeiten py > ... > p,, > 0. X’ sei eine diskrete Quelle
mit X' = {2,...,25, 1}, py=pj, j=1,...,m—2und p,_; = pp-1+
Pm. ¢ mit Kodewortmenge K' = {¢'(x}),...,¢'(x},_1)} sei ein optimaler
bindrer PF-Kode fiir X'. Dann ist der Kode g mit g(x;) = ¢'(2}), falls
j = 17 T — 27 g(mm—l) = (g/(l'm_l),()) und g(a:m) - (g/(.%'m_l),l) ein
optimaler PF-Kode fiir X.

Beweis. Bezeichne n; und n; die Kodewortléingen von g bzw. ¢’. Dann gilt

= D P+ Pm-1+ Pm =n(g) + Pm-1 + P (4.5)

Angenommen ¢ ist nicht optimal fiir X. Dann existiert ein optimaler
PF-Kode h fiir X, h(z;) = (wj1,...,wjy), der den Bedingungen (i),
(i) und (iii) aus Lemma 4.2 geniigt mit n(h) < n(g). Setze h'(z}) =
h(z;), j =1,...,m — 2 und durch Streichen der letzten Stelle h'(z], ;) =
(Wrm—1,15--+»Wm—14,, ,)- B ist ein bindrer PF-Kode fiir X', und es gilt
analog zu (4.5)

(R + pm—1 + pm = 7(h) < (g) = 7(g") + Pm—1 + Pm-

Es folgt n(h') < n(g’), im Widerspruch zur Optimalitéit von ¢’ .

Einen optimalen Kode konstruiert man nun durch rekursive Anwendung von
Lemma 4.3 nach folgendem Verfahren. Bestimme eine Folge von Quellen,
indem jede aus der vorherigen durch Addition der beiden kleinsten Wahr-
scheinlichkeiten p; verkiirzt wird. Fiihre dies rekursiv fort, bis das Alphabet
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Di verkiirzte Quellen 9" (%)
o |03 L . 11
0 0.55
X9 0.25 10
1 — 1.0
2y | 01— o 0 001
0 0.2
x5 | 0.1—— 000

Abb. 4.1 Beispiel eines Huffman-Kodes mit bindrem Baum.

der aktuellen Quelle aus genau zwei Buchstaben besteht. Kodiere diese op-
timal mit 0 und 1. Baue mit Lemma 4.3 daraus rekursiv einen optimalen
Kode fiir die urspriingliche Quelle auf. Dies ist das sogenannte Huffman-
Verfahren, der zugehorige Kode heifit Huffman-Kode.

Beispiel 4.5 (Huffman-Verfahren)

Fiir eine Quelle mit Alphabet {x1,...,2z5} und Wahrscheinlichkeiten (0.3,
0.25, 0.25, 0.1, 0.1) wird ein Huffman-Kode berechnet. Es empfiehlt sich,
die sukzessive verkiirzten Quellen durch einen binédren Baum darzustellen,
dessen Knoten mit den jeweils addierten Wahrscheinlichkeiten markiert wer-
den. Fiir obiges Beispiel ergibt sich die Graphik aus Abbildung 4.1, in der
durch Riickwértsgehen der Huffman-Kode abgelesen werden kann. Dieser ist
in der rechten Spalte unter g*(z;) vermerkt. "

Ein einfach zu implementierendes Verfahren, das allerdings nicht notwen-
dig einen optimalen Kode liefert, ist die Fano-Kodierung . Die Idee hierzu
stammt aus der folgenden Zerlegung der Entropie einer Quelle X mit Wahr-
scheinlichkeiten p1, ..., pm.

Betrachtet wird ein PF-Kode g : X = {z1,...,2n} — U72;{0,1}¢ mit

zugehorigen Kodewortern g(z1),...,g(x,,) und Wortlingen nq,...,n,, €
N. Es bezeichne r = maxij<;<,, n;. Um eine konstante Linge zu erreichen,
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werden alle Kodeworter g(x;) durch Auffiillen mit Nullen zu Kodewértern
der Léange r ergénzt, und zwar

yi = (g(),0,...,0) €{0,1}", i=1,...,m.
e —

n; r—n;

g: X —{0,1}" : x; — y; ist dann ebenfalls ein préfixfreier Kode.

Der Zufallsvektor Y wird nun durch Y = (Y3,...,Y,) = g(X) definiert.
Wegen der Injektivitidt von g gilt H(X) = H(Y') (vgl. Aufgabe 3.5). Mit
Lemma 3.2 a) folgt dann die Zerlegung

H(X)=H(Y1,...,Y,)
—HY)+HY3 | Y1) +...+HY, | Y1,...,Y, 1) (4.6)

Umgekehrt versucht man, bei der Konstruktion eines Kodes die Entro-
pie der Quelle H(X) mit moglichst wenigen Komponenten Y7i,...,Y; aus-
zuschopfen. Wir benétigen zunéchst ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 4.4 Fiir (p1,...,pm) € Pm und T C {1,...,m} bezeichne o =
> icr Pi- Dann wird

Tg?ll?.}fm} < —orlogor — (1 —op)log(l — O'T)>

angenommen fiir jedes T* C {1,...,m} mit | > ;cpepi — 5| < | X ierpi — 3|
fiir alle T C {1,...,m}.

Beweis. —zlogz—(1—x)log(l—z),z € [0, 1], ist konkav, symmetrisch und
maximal fiir x* = % Bei Maximierung dieser Funktion iiber eine endliche
Menge wird das Maximum fiir das Argument angenommen, dessen Abstand

zZu % minimal ist. n

H(Y1) aus (4.6) wird nun durch Wahl von g bzw. § maximiert. Wir setzen

g = P(Y; = 0) = P((g(X))1 - 0) = Y PxX=u)
i:(g(24))1=0

und P(Y7; = 1) = 1 — qo, wobei (g(X))1 die erste Komponente von g(X)
bedeutet.
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Dann ist H(Y7) = —qolog o — (1 —qo) log(1 — qp) maximal beziiglich gy, falls
‘ZieTO Di — %‘ minimal ist iiber alle T'C {1,...,m} und

(~(CL‘)) . O7 faHS Z € TO
SEIL =1, fallsi ¢ Ty

Setze Th = {1,...,m}\Tp.

Im néchsten Schritt wird H (Y2 | Y1) in (4.6) maximiert. Nach Definition 3.3
gilt

H(Y, | Y1) =P(Y1=0H(Y; | Y1 =0)+ P(Y; = )H (Y, | V1 = 1).

Zu maximieren sind H(Ys | Y7 = 0) und H(Y2 | Y7 = 1). Wir beginnen mit
dem ersteren und setzen
P(Ys =0, Y; = 0)

P(Y; = 0)

qopo=PY2=0|Y1=0)=

= > -
i2(3(a0)), =0, (3(z:)),=0
sowie 1 —qgp = P(Y2 = 1] Y1 =0). H(Y2 | Y1 = 0) ist maximal beziiglich
qojo, wenn | ZieTmo pi/q0 — %‘ minimal ist {iber alle Tyq C Tp und

- B O, falls ¢ S To‘o
(g(l'@))2 - 1, falls 1 S T(]\To‘o = T1|0 ’

Ganz analog ist H (Y3 | Y7 = 1) maximal beziiglich gg|;, wenn
‘ ZieTml pi/(1—qo) — %‘ minimal ist {iber alle Ty;; € 77 und

- B O7 falls ¢ S TO‘I
(g(l'@))2 o 1, falls i € TI\TO‘I = T1|1 ’

Dieses Verfahren der sukzessiven Aufspaltung in Teilmengen mit moglichst

gleicher Summe der verbleibenden Wahrscheinlichkeiten wird bei entspre-
chender Kodierung fortgesetzt bis erstmalig fiir £k € N

HY, | Yi=y1,.. .. Ysc1 =yk-1) =0, y1,...,yk—1 € {0,1}.
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Beispiel 4.6 Gegeben sei eine Quelle mit zehnelementigem Alphabet und
den in der Tabelle angegebenen Wahrscheinlichkeiten. Berechnet werden ein
Fano-Kode g und ein (optimaler) Huffman-Kode g*.

Di | Fano-Kode g Huffman-Kode g¢*

03010 ¢ 10
02|01 — o4 0 00
011700 0.2 1 010

01 ]1lol1]o _ 06 011
005(1]0]1]1 — o1 1 11000
007[1/1]0]0 1110
0051 |1]0]1 018l s 11001
008[1|1]1]0 012[ 1101
003/1]1]1]1]0 0.05 11110
ooz|1 |11 — — 11111

Es gilt n(g) =2-05+3-0.14+4-0.35+5-0.05 = 2.95 und n(g*) = 2.95.
Der berechnete Fano-Kode ist also in diesem Fall optimal, da er die gleiche
erwartete Kodewortlange wie g* erzielt. Bei Verwendung von Logarithmen
zur Basis 2 gilt H(X) = 2.8728 < 2.95. n

4.3 Binire Suchbiume

Mit denselben Prinzipien, die bei der Konstruktion optimaler Kodes verwen-
det werden, kénnen auch effiziente binédre Suchbédume bestimmt werden. Die
Elemente einer endlichen, total geordneten Menge X werden hierbei so als
Knoten eines bindren Baumes angeordnet, dal ein vorgegebenes Element
von X durch einen festen Algorithmus in moglichst kurzer Zeit gefunden
wird.

Die im vorigen Abschnitt bestimmten binédren Kodes lassen sich mit den
Knoten eines bindren Baums identifizieren, wenn man in der Wurzel eines
vollstdndigen bindren Baumes geniigend grofler Tiefe startet und jede 1 mit
der Anweisung “besuche den rechten Nachfolger” und jede 0 mit “besu-
che den linken Nachfolger” identifiziert. Das j-te Kodewort (wj1, ... ,wjnj),
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wj; € {0,1}, wird mit dem Knoten identifiziert, in dem man durch sukzessi-
ves Abarbeiten des Kodewortes (wj1, . .., wjy,,) nach obiger Vorschrift endet.
Bei priifixfreien Kodes ist kein Knoten eines bindren Baumes Nachfolger ei-
nes anderen (vergleiche Beispiel 4.4). Wére ndmlich Knoten ¢ Nachfolger von
Knoten k, so miifite das zu k gehorige Kodewort Préfix des zu ¢ gehorigen
sein. Dieses “Nachfolgerverbot” wird bei der jetzt folgenden Konstruktion
von Suchbdumen aufgegeben und verhindert eine direkte Anwendung der
im vorigen Abschnitt erhaltenen Ergebnisse. Verwandte Methoden werden
jedoch auch fiir die neuen Probleme zum Ziel fiihren.

Zunéchst wird der Begriff des bindren Suchbaums definiert, wobei die Kennt-
nis bindrer Bdume und ihre Implementation in rekursiver PASCAL-Notation
vorausgesetzt wird. Wenn man die Knoten mit einer Teilmenge der natiirli-
chen Zahlen identifiziert, ist ein geeigneter Datentyp

TYPE node = RECORD no: INTEGER;
left,right: Tnode (4.7)
END.

Definition 4.6 (binérer Suchbaum)

X ={x1,...,xn}, m € N, m > 2, sei eine beziiglich “<” vollstindig
geordnete endliche Menge mit x1 < x2 < ... < Zn,. Ein bindrer Baum T
mit Knoten {xi,...,zy} heift bindrer Suchbaum iiber X, wenn fiir alle
Knoten z; € X, fiir alle Knoten x; im linken und alle Knoten x;, im rechten
Teilbaum mit Wurzel x; gilt, dal x; < x; < x.

Die in Abbildung 4.2 dargestellten Bdume 77 und 75 sind bindre Suchbidume
iiber der Menge X = {0,1,2,...,9} C Ny mit der Ordnung 0 < 1 < 2 <
o< 9.

Der folgende Algorithmus findet Elemente x € X in einem bindren Such-
baum T iiber X wieder. Beginne mit der Wurzel des Baumes x*. Ist z < x*,
setze ¥ = Wurzel des linken Teilbaums, sonst z* = Wurzel des rechten
Teilbaums, bis x = z* oder ein Nachfolgerbaum leer ist.

Dieser Algorithmus benétigt bis zum Zugriff auf Knoten z; im Baum T
genau Zp(x;) = t;+1 Vergleiche, wobei ¢; die Tiefe (= Anzahl der Vorgénger)
des Knotens x; ist. Die sogenannte Zugriffszeit Zp(x;) des Knotens z; ist
eine Abbildung von X, der Knotenmenge des Baumes, in die nafirlichen
Zahlen, Zp : X — N, und héngt natiirlich von der speziellen Gestalt des
Baums T ab.
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Abb. 4.2 Binére Suchbiume fiir {0,1,2,...,9}.

Wir nehmen jetzt an, dal Vorkenntnisse iiber die Haufigkeiten, mit der auf
ein Element von X zugegriffen wird, in Form einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p = (p1, ..., pm) vorliegen. Diese Verteilung heifit Zugriffsverteilung.
Die Zugriffszeit ist unter der Zugriffsverteilung eine Zufallsvariable, ihr Er-
wartungswert E(Z7) ein Maf fiir die Qualitidt des unterliegenden binéiren
Suchbaums T,

m m

E(Zr) =) (ti+)P(Zr=t;+1)=> pi(ti +1).
i=1 i=1

Fiir die in Abbildung 4.2 betrachteten Baume T} bzw. T5 betrdgt bei Vor-
liegen einer Gleichverteilung p; = 0.1, =0,1,...,9,

E(ZTl) =29 und E(ZTQ) = 3.5.

Der erste Suchbaum ist daher effizienter als der zweite. Unter der Zugriffs-
verteilung

p=1(0.2,0.2,0.2, 0.1, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05)

gilt jedoch
E(ZTl) =3.2 und E(ZTQ) = 2.55.

In diesem Fall hat der zweite Suchbaum die hohere Effizienz, die damit
offensichtlich von der speziellen Gestalt der Zugriffsverteilung abhéngt. Bei
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fester Zugriffsverteilung sind solche Suchbédume giinstig, die den Knoten mit
geringer Wahrscheinlichkeit grofie Zugriffszeiten geben und denen mit grofler
Wahrscheinlichkeit eine kleine Zugriffszeit.

Analog zu Satz 4.4 werden nun mit Hilfe der Entropie der Zugriffsverteilung
obere und untere Schranken fiir die erwartete Zugriffszeit bestimmt. Auf
dem Weg dorthin wird das folgende Ergebnis benotigt.

Lemma 4.5 T sei ein bindrer Suchbaum iiber der Knotenmenge X =
{z1,...,xm}, m > 2, t; bezeichne die Tiefe des Knotens x;. Dann gilt fiir
alle 0 < ¢ <1 die Ungleichung

e (1-0)/2)" <1.

i=1

Beweis. Fiir m(k) = |{ml|tl = k:}‘, die Anzahl der Knoten mit Tiefe k,
k € Ny, gilt m(k) < 2¥, da T ein bindrer Baum ist. Es folgt

2 (5 o5
1=1 k=0

Satz 4.6 H = H(p1,...,pm) sei die Entropie der Zugriffsverteilung p =
(p1,--.,pm). Dann gilt fiir alle binédren Suchbdume T iiber der Knotenmenge
X ={z1,...,xm}

Y
max

%Rt@@igg}éﬂ%% (4.8)

wobei b > 1 die Basis des Logarithmus ist, die auch bei der Berechnung
von H verwendet wird.
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Beweis. Fiir 0 < ¢ < 1 bezeichne ¢/ = (1 —¢)/2 und ¢; = c(%)ti,
1 =1,...,m, wobei t; wieder die Tiefe des Knotens x; bedeutet. Dann gilt
ti+1 = (logg; —logc)/logd +1 und
- log ¢ 1 «
— (t+1)=1— S 1 ; 4.9
Zpl(l+ ) 10g0/+10g6/i21p2 0g q; (4.9)

Wegen log z < (loge)(z — 1), z > 0, und Lemma 4.5 folgt die Abschétzung

m m
H(p,...,pm) + Y pilogg = Zpilogi
i=1 i=1 pi
m
=loge p'ln— lo e( p——l)_ ,
3o : z £
pi#0 pﬁfo
die mit (4.9), da log ¢’ <0,
1 H 1 / H -1 !
E(Zr)>1— 2% - (bﬁ—-H):M
logd  logcd logd log(1/¢c")

liefert. y = log < log 55 durchlauft mit 0 < ¢ < 1 alle reellen Zahlen. Bei
Basis b > 1 gilt “also b~ Vo =c/d, bzw. 2+ b"Y =1/ . Insgesamt erhélt man
E(Zr) > loggTV) fiir alle y € R, woraus die Behauptung folgt. "
Aus Ungleichung (4.8) folgt speziell fiir y = 0 die untere Schranke

H/log3 < E(Zr) (4.10)

fiir alle bindren Suchbdume T. Eine bessere, implizite Schranke 14t sich
aus Satz 4.6 ableiten, indem man dort y = log (E(Z7)/2) einsetzt und die
entstehende Ungleichung nach H auflost.

Korollar 4.2 Unter den Bezeichnungen von Satz 4.6 gilt fiir alle binédren
Suchbaume T, da H < E(Zr) +logE(Z7) + loge — 1.

Ein bindrer Suchbaum T, der die untere Schranke in (4.8) erreicht, ist
beziiglich der erwarteten Zugriffszeit absolut optimal im Sinn von Satz 4.4.
Im allgemeinen existiert ein solcher Suchbaum jedoch nicht. Analog zu Satz
4.4 b) wird jetzt ein bindrer Suchbaum 7™ konstruiert, fiir den E(Z7+) nahe
an der unteren Schranke (4.8) liegt.
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Satz 4.7 H = H(p1,...,pm) sei die Entropie der Zugriffsverteilung. Dann
existiert ein bindrer Suchbaum T* fiir X = {x1,..., 2z} mit

H
E(Zr) < — + 1.
(T)_log2+

Die Konstruktionsidee eines solchen Baums T beruht darauf, die Summe
der Wahrscheinlichkeiten in jedem rechten und linken Teilbaum jedes Kno-
tens moglichst gleich zu machen. Sind zy,...,z, € S, 1 < ¢ < r < m, als
Knoten eines binéren Teilbaumes angeordnet, so wihle x; als Wurzel dieses
Teilbaumes, wenn

k—1 1 r k 1 T
ij < §ij und ij > §ij. (4.11)
j=L j=L j=L Jj=L

Verfahre mit den Knoten xy, ..., ;1 bzw. 241, ..., 2, genauso bis £ > k—1

bzw. r < k+ 1.

Beispiel 4.7 Sei X = {z1,...,210}, 11 < x2 < ... < x10 mit Zugriffsver-
teilung

p = (0.2, 0.1, 0.05, 0.3, 0.05, 0.03, 0.08, 0.03, 0.1, 0.06).

Dann ist Z?:l p;j > 1/2 erstmalig, x4 bildet daher die Wurzel des Baumes.
Im linken Teilbaum verbleiben die Knoten z1,x9,x3. Es gilt p; = 0.2 >
i 2?21 pj = 0.35/2, so dal ; Wurzel des linken Teilbaums ist. Im rechten
Teilbaum gilt Z§:5pj = 0.18 > %2]10:5 pj = 0.35/2 erstmalig, so dafl xg
Waurzel des rechten Teilbaums wird. Fithrt man das Verfahren vollstindig
durch, entsteht der folgende bindre Suchbaum.
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Der Algorithmus zur allgemeinen Konstruktion solcher ausgewogenen biné-
ren Suchbdume wird durch die folgende rekursive Prozedur in PASCAL-
Notation mit dem Datentyp node aus (4.7) beschrieben.

FUNCTION bintree(l,r: INTEGER): Tnode;
VAR z: Tnode;
m: INTEGER;
BEGIN
{ bestimme Index m zwischen [ und 7 mit
ausgeglichenen Wahrscheinlichkeiten, d.h.

S e < S pn Y > 3 )

new(z); zT.no:=m;

IF 1<=m-1 THEN zT.left:=bintree(l,m-1)
ELSE zT.left:=NUL;

IF m+i<=r THEN z7.right:=bintree(m+1,r)
ELSE zl.right:=NUL;

bintree:=z;

END;

(4.12)

Zum Beweis von Satz 4.7 wird noch die folgende Aussage benétigt.

Lemma 4.6 Fiir jeden bindren Teilbaum mit Wurzel xj; und Knotenmen-
ge {z¢,...,xk,...,x,} eines ausgewogenen Suchbaums T* aus (4.12) gilt
Z;T:ij < 27t insbesondere also pj, < 27 %, wobei ty. die Tiefe des Kno-
tens xj, bezeichnet.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion iiber die Tiefe der Wurzeln
gefiihrt. Ist g, Wurzel von T, so gilt {7 = 0, also Z;{L:lpj < 97 o = 1.

x sei Wurzel des Teilbaums mit Knoten xy,...,zg,...,x,, und es gelte
Z;ZE pj < 27%. Fiir den linken und rechten Teilbaum gilt dann wegen
(4.11) Zf;z}pj < 27%~1 und dicki1Pj < 27%~1, wobei Summen mit
leerem Indexbereich zu 0 gesetzt werden. Die Tiefe der Wurzel des linken
bzw. rechten Teilbaums betragt gerade t;+1, falls dieser nichtleer ist, woraus
die Behauptung folgt. "



76 4 Kodierung diskreter Quellen

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich der Beweis von Satz 4.7 wie folgt
fithren. Mit Lemma 4.6 gilt fiir einen nach (4.12) konstruierten Baum T,
daB p; < 274 fiir alle j = 1,...,m, also logp; < —t7log2. Es folgt

m m
1
E(Zp+) = ij(t; +1) < ~ 1023 ij logp; +1
j=1 84501
H(pla"'apm)

= —+1.
log 2 *

Durch Algorithmus (4.12) wird also ein binérer Suchbaum 7* berechnet, fiir
dessen erwartete Zugriffszeit wegen (4.10) und Satz 4.7

H
<E(Zpr) < — 41 4.13
log3 — (T)_log2+ ( )

gilt. Mit Ungleichung (4.13) stehen wie bei der Kodierung obere und untere
Schranken fiir die Giite bindrer Suchbdume zur Verfiigung. Die Konstruktion
optimaler Suchbdume wird in Mehlhorn [25] beschrieben. Diese Algorithmen
sind das Aquivalent des Huffman-Verfahrens, mit dem optimale Kodes kon-
struiert werden.

4.4 Stationidre Quellen, Markoff-Quellen

Bei der buchstabenweisen Kodierung einer diskreten gedéchtnislosen Quel-
le {X,, }nen spielt die stochastische Unabhéngigkeit der Komponenten X,
natiirlich keine Rolle. Es interessiert lediglich die identische Randverteilung
PXn = PX. Bei Blockkodierung in Satz 4.5 und Korollar 4.1 wurde al-
lerdings wesentlich benutzt, dal aufeinanderfolgende Symbole der Quelle
unabhingig voneinander generiert werden, {X, },en also eine stochastisch
unabhéngige Folge ist.

Die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit einzelner Buchstaben ist
jedoch zur Beschreibung realer Quellen in vielen Féllen zu restriktiv. In
natiirlichen Sprachen bestehen sehr wohl Abhéngigkeiten zwischen aufeinan-
derfolgenden Buchstaben. Solche Abhéngigkeiten zu modellieren und einen
Entropiebegriff zu entwickeln, der die Abhingigkeiten beriicksichtigt, ist
Inhalt dieses Abschnitts. Fiir eine sehr allgemeine Abhéngigkeitsstruktur
konnen bei Blockkodierung dieselben Aussagen wie in Satz 4.5 erzielt wer-
den, und zwar fiir diskrete stationdre Quellen.
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Definition 4.7 (Diskrete stationére Quelle, DSQ)

Eine stationére Folge von Zufallsvariablen {X}nen (vgl Definition 2.4),
X,, jeweils diskret mit endlichem Triger X = {x1,...,xm}, heiBt diskrete
stationdre Quelle (kurz: DSQ).

Stationdre Folgen von Zufallsvariablen besitzen insbesondere identische
Randverteilungen PX» = PX_ wie man aus Definition 2.4 mit n = 1 sieht.
Es gilt also H(X,,) = H(X)) fiir alle n € N.

Im folgenden bezeichne Xy = (Xi,...,Xy) den Zufallsvektor aus den er-
sten N Gliedern von { X, }nen-. %H (X ) ist dann die durchschnittliche Un-
bestimmtheit pro Quellbuchstabe der ersten N Symbole. Bei der Definiton
der Entropie pro Quellbuchstabe miissen Abhéngigkeiten zwischen den Zu-
fallsvariablen X, beriicksichtigt werden, die gegebenenfalls unendlich weit
reichen. Die entscheidenden Grundlagen fiir die Definition stellt der folgende
Satz bereit.

Satz 4.8 {X,, }nen sei eine diskrete stationédre Quelle. Dann gilt

a) H(Xy | Xi,...,Xn_1) ist monoton fallend in N.
) HXy | X1,...,XNn-1) < & H(Xy) fiir alle N € N.
) +H(Xy) ist monoton fallend in N

o o

(o}

) Bmy—oo H(XN | X1,..., Xn-1) = limy—oo & H(Xn), wobei wegen a)
und c) beide Grenzwerte existieren.

Beweis. a) Wegen Satz 3.1 e) und der Stationaritit von {X,, }nen folgt

H(Xy | X1,...,XN-1) <HXpy | Xo,...,XN-1)
=H(Xy-1 | X1,...,XN_2)

fir alle N € N. H(Xy | X1,...,Xn—1) ist also monoton fallend, und der
erste Limes in d) existiert, da eine monoton fallende und durch 0 nach unten
beschriankte Folge vorliegt.

b) Lemma 3.2 a) liefert fiir alle N € N

%H(XN): %(H(X1)+H(X2|X1)+---
—|—H(XN ‘ X17---,XN—1))

> H(Xn | X1y, Xn_1).
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Die letzte Ungleichung folgt hierbei aus Teil a).
c) Mit b) folgt

H(XN) :H(Xl,...,XN_l)—i-H(XN ‘ X17"'7XN—1)

< H(Xn-1) + %H(XN)-

FOlghCh ist 1H(XN) < H(XN 1) bzw. NH(XN) < N—H(XN 1) fir

alle N € N, N > 2. Dies zeigt die Monotonie der Folge + H (X y) und damit
die Existenz des zweiten Limes in d).
d) Fiir alle £ € N gilt mit a)

1 1
——H(Xnqp) = m<H(XN+k | X1, XNgr-1)

N+ k
+...+H(XN+1 |X1,...,XN)
H(XN ‘ Xl,---,XN—l)+H(X1,---7XN—1)>
k+1

H(Xl,.. , XN_ 1)—|——H(XN‘X1,...,XN_1).

<
- N+k k+ N

Der erste Summand der letzten Zeile konvergiert mit & — oo gegen 0, der
zweite gegen H(Xn | X1,..., Xn—1). Setzt man jetzt L = N + k, so folgt
limy, 00 LH(XL) < H(Xn ] X1,...,Xn-1) fir alle N € N. Mit Hilfe von
b) schlieen wir fiir die Grenzwerte

1
lim H(Xy | X1,...,Xy1) < lim —H(Xy)
N—oo N

N—oo

S lim H(XN ‘ Xl,... 7XN—1)
N—o00
woraus schliefllich d) folgt. n

Die Grenzwerte in Teil d) des obigen Satzes sind die richtigen Begriffe fiir die
Entropie pro Quellbuchstabe unter Beriicksichtigung von Abhéngigkeiten.

Definition 4.8 (Entropie einer diskreten stationédren Quelle)
{ X }nen sei eine diskrete stationédre Quelle. Dann heift

HOO(X)— lim NH(XN)_ lim H(XN‘Xl,...,XN_l)

N—oo N—oo

Entropie der Quelle.
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Wegen Satz 4.8 ¢) und Satz 3.1 d) gilt fiir alle NV € N

%H(XN) < % [H(X1) + ...+ H(XN)] = H(X1).

Heo(X) <
Damit ist die Entropie einer DSQ stets kleiner als die Entropie der (identi-
schen) Randverteilung. Dies sollte man aus eventuell bestehenden Abhéngig-
keiten in der Folge { X, },en auch erwarten. Im Spezialfall einer diskreten
gedéichtnislosen Quelle gilt +H (X ) = H(X1) = Hoo(X).

Als direktes Analogon zu Korollar 4.1 erhalten wir nun

Korollar 4.3 {X, },en sei eine diskrete stationdre Quelle. Dann existiert
eine Folge von e.d. Blockkodes g(N),N € N, mit

.1 Hoo(X)
gy = 2@
]\}gnoo N g logd

Beweis. Nach Satz 4.4 existiert fiir alle N € N ein eindeutig dekodierbarer
Blockkode ¢™) mit

H(XN)
logd

H(Xy)
log d

+ 1.

<a(g™M) <

Division durch N liefert

%H(XN)<7’L(9(N)) ~H(Xy) | 1

logd = N logd N

Die linke Seite ist grofler gleich Ho(X)/logd, die rechte konvergiert mit
N — oo gegen Hy(X)/logd. Dies zeigt die Behauptung. "

Beispiel 4.8 Sei X = {x1,x2,23} C R, U eine binomialverteilte Zufalls-
variable mit P(U = 0) = P(U = 1) = 1. V sei einpunktverteilt in z;,
d.h. P(V = z1) = 1. Weiterhin sei {Z,, }nen eine Folge von stochastisch un-
abhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit P(Z,, = z9) = P(Z, =
z3) = 1. U,V und {Z,} seien gemeinsam stochastisch unabhéngig. Die Zu-
fallsvariablen X,, = VU + Z,(1 — U), n € N, bilden dann eine diskrete
stationire Quelle, was in Aufgabe 4.11 nachzuweisen ist.

Das Verhalten der Quelle kann folgendermaflen interpretiert werden. Mit
Wabhrscheinlichkeit % sendet die Quelle gleichverteilt die Buchstaben x4 oder
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x3, oder aber mit der Wahrscheinlichkeit % die konstante Folge (z1,z1,...),
etwa wenn sie defekt ist. In beiden mdoglichen Zusténden (defekt oder intakt)
befindet sich die Quelle mit der Wahrscheinlichkeit %

FEine optimale binére Blockkodierung erfolgt nun mit dem Huffman-Verfah-
ren. Der zugehorige Kodebaum 148t sich leicht tiberblicken. Die resultieren-
den Kodewortléngen eines optimalen Kodes sind in der dritten Spalte der
folgenden Tabelle angegeben.

1
(1,...,21) 1 1
N
(a1, an) € {xQ’x?’}N %QLN - 21\71+1 N+1

Fiir die erwartete Kodewortldnge bei optimaler Blockkodierung von Blécken
der Lange N ergibt sich
2N N4+2

_ . 1

Mit Korollar 4.3 folgt bei Verwendung von Logarithmen zur Basis 2, daf3

Heyo(X) = lim ln(g(N>*) = lim ——— = .

n—oo N n—oo 2N 2 -

Empirische Untersuchungen haben gezeigt, dafl das Auftreten einzelner
Buchstaben in natiirlichen Sprachen sehr gut durch ein stochastisches Mo-
dell beschrieben werden kann, bei dem stochastische Abhéangigkeiten nur
auf wenige Vorgéngerbuchstaben bestehen. Mit Hilfe eines Lexikons kann
man sich zum Beispiel davon iiberzeugen, dafl in einem fehlerfreien deut-
schen Text auf die drei ersten Buchstaben ins eines Wortes mit positiver
Wabhrscheinlichkeit nur ein p oder ein t folgen kann.

Die folgende Methode eignet sich dazu, simulativ Buchstaben zu generie-
ren, die auf einen vorgegebenen Buchstabenblock der Lénge k£ folgen. Nach
Wahl einer Anfangssequenz der Lénge k wird in einem repréasentativen Text
die néchste Stelle gesucht, an der diese Buchstabenfolge auftritt. Das dort
erscheinende Folgezeichen wird als Nachfolgesymbol eingesetzt. Mit den letz-
ten k Zeichen der jetzt vorliegenden k£ + 1 Buchstaben fahrt man genauso
fort und iteriert das Verfahren.
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Der Text des ersten Kapitels aus “Stochastik fiir Informatiker” [24] wurde
fiir jeweils & = 3 Vorgéingerbuchstaben so behandelt. Als Symbole wur-
den nur die 26 Buchstaben des lateinischen Alphabets und das Leerzeichen
zugelassen, wobei nicht zwischen Grofl- und Kleinschreibung unterschieden
wurde. Die resultierende Zeichenkette war

dinn arlenkest nurbott gibl einsatz ...

Hierdurch werden die zufilligen Ubergéinge von drei gegebenen Buchstaben
auf den nachfolgenden vierten aufgrund der Datenbasis eines gegebenen Tex-
tes simuliert. Es ist nicht zu erwarten, dafl sich ein sinnvoller Text ergibt.
Dennoch ist das Ergebnis eine Zeichenfolge, die von der sprachlichen Struk-
tur sehr nahe am Deutschen liegt. Fiir informationtheoretische Zwecke ist
dies der entscheidende Aspekt. Der syntaktische Inhalt einer Zeichenfolge
spielt fiir Kodierungs- und Ubertragungsverfahren keine Rolle.

Beschreibt die Zufallsvariable X,, den Buchstaben an der n-ten Stelle, so
wird bei diesem Verfahren eine Abhéngigkeit von X,, auf jeweils k Vorgédnger
Xn—ky---, Xn—1 angenommen. Diese kann durch Markoff-Ketten (vgl. De-
finition 2.8) beschrieben werden. Fiir stationidre Markoff-Ketten berechnet

sich die Entropie dann mit den bekannten Formeln fiir stationédre diskrete
Quellen.

In der folgenden allgemeinen Definiton wird das Auftreten von Buchstaben
in einem Text durch eine unterliegende Markoff-Kette mit Hilfe einer Funk-
tion f gesteuert. f modelliert speziell die Riickwirkung auf mehr als nur den
unmittelbaren Vorgéngerbuchstaben. Die im folgenden benétigten Begriffe
zu Markoff-Ketten sind in Abschnitt 2.2 zusammengestellt.

Definition 4.9 (diskrete Markoff-Quelle)

{Z, }nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit endlichem Zustandsraum
S={s1,...,8}t, re N.X ={x1,...,2n}, m € N, sei ein Alphabet und
f: S — X eine Abbildung. Die Folge {X,, }nen, der Zufallsvariablen X, =
f(Zy), n € Ny, heifit diskrete Markoff-Quelle (kurz: DMQ) mit Alphabet
X ={x1,...,xm}. [ heifit assoziierte Funktion.

Im Spezialfall S = {x1, ...,z } und f = Identitéit bildet die Markoff-Kette
X, = Z,, n € Ny, bereits selbst eine diskrete Markoff-Quelle. Mehrstufige
Abhingigkeiten konnen durch eine geeignete assoziierte Funktion modelliert
werden, wie folgendes Beispiel zeigt.
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Beispiel 4.9 {X,,},en, sei eine diskrete Markoff-Quelle mit Alphabet X' =
{0,1}. Stochastische Abhéngigkeiten sollen iiber k& = 3 sukzessive Buch-
staben bestehen. Man wihle nun S = {0,1}® = {(0,0,0),...,(1,1,1)} =
{s1,...,88}. {Zn}nen, sei eine homogene Markoff-Kette mit Zustandsraum
S und der Ubergangsmatrix

000 o001 010 011 100 101 110 111
000 P11 P12 0 0 0 0 0 0
001 O 0 paz pau O 0 0 0
010 | O 0 0 0 p35 p3s O 0

II= o011/ 0 0 0O 0 0 0 p4s pas
100 | ps; p2 O O 0O O 0 O
100 0 0 pgg paa O O 0O O
110 | O 0 0 0 pm pw O 0
111 0 0 0 0 0 0 P87 pss

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij sind eventuell positiv, alle anderen
Eintrédge haben den Wert 0. Mit Hilfe der assoziierten Funktion f wird
jeweils das letzte Symbol des internen Zustands aus S ausgegeben. Dies
wird erreicht, wenn f die Projektion auf die 3. Komponente ist, also f :
S — X : (a1,a2,a3) — as. n

Ist die Anfangsverteilung p(0) der Markoff-Kette {Z,, }nen, stationér, so ist
nach Lemma 2.3 die ganze Folge {Z),}nen, stationdr. Wie man leicht mit
Definition 2.4 iiberpriift, ist dann auch X,, = f(Z,), n € Ny, eine stationére
Folge. Mit Satz 4.8 folgt, daB Hoo(Z) und Hoo(X) existieren.

Die Berechnung der Entropie ist fiir stationire Markoff-Quellen im allge-
meinen ein schwieriges Problem. Fiir gewisse Typen assoziierter Funktionen
1&8t sich die Berechnung aber explizit durchfiihren. Hierauf zielt die Begriffs-
bildung der folgenden Definition.

Definition 4.10 (unifilar)

{ Xy }nen, sei eine diskrete Markoff-Quelle mit zugehériger Markoff-Kette
{Z) }nen, und assoziierter Funktion f. Fiir s € S bezeichne R(sy) = {s; €
S | pri > 0} die Menge der Zustéinde, die von sj aus in einem Schritt
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mit positiver Wahrscheinlichkeit erreichbar sind. {X,}nen, heifit unifilar
(einfidig), wenn

f(si) # f(s;) fiir alle s; # sj € R(si) und alle s, € S,
wenn also f|p(s,) fiir alle s, € S injektiv ist.

Gegeben seien sy als Zustand zur Zeit n und f(s;) mit s; € R(sg) als Buch-
stabe zur Zeit n+1. Dann ist fiir eine DMQ mit unifilarem f der Zustand zur
Zeit n + 1 eindeutig bestimmt durch s; = (f]R(Sk))fl(f(si)). Der Zustand
zur Zeit n und der Buchstabe zur Zeit n 4+ 1 bestimmen also eindeutig den
Zustand zur Zeit n+ 1. Dies wird bei der Berechnung der Entropie unifilarer
Markoff-Quellen benutzt.

Satz 4.9 {X,, }nen, sei eine unifilare, diskrete Markoff-Quelle mit unterlie-
gender stationédrer Markoff-Kette {Z, }nen,. Dann gilt

T
7=1

wobei p* = (pi,...,p}) die stationéire Verteilung von {Z,}nen, bezeich-
net und (pji,...,pjr) den j-ten Zeilenvektor der Ubergangsmatrix IT =

(pij)i<ij<r von {Znfneny-

Beweis. Da {X,,},en, stationdr ist, existiert Hoo(X) nach Satz 4.8. Seien
nun 2g,...,2, € S mit 0 < P(Zy = 2o, ..., Zn = 2). Wegen

P(ZQZZO,...,Zn:Zn)
:P(ZQZZO)-P(Z1 =21 ‘ ZQZZO)-P(ZQ = 29 ’ Zl 22’1)
P(Zn = Zn ‘ Zp-1 = Zn—l)-

ist z; € R(zj—1) fiir alle j = 1,...,n. Da f|p,_,) firalle j = 1,...,n
injektiv ist, gilt

P(Zy =zn,...,Z0 = z0)
=P(Zy=2p,....2Z1 =21 Zo=20) - P(Zy = 20)
=P(X,, = f(zn),...., X1 = f(21) | Zo = 20) - P(Zy = 2p)
=P(X, =un,..., X1 =1 | Zo = 20) - P(Zp = 20),
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wobei u; = f(z;) gesetzt wurde. Hiermit folgt
1
~H(Zy,.. Zy)

1
=T Z P(ZOZZO7"'7Z7L:Z”)

200,20 €S

08 P(Zo = 70, Zn = )
1
Y P(Xa =ty Xi = | Zo = 20)

n 20ES, U, Un EX
P(Zy = 2) - (log P(Xy, = up, ..., X1 = u1 | Zo = 20)
+ log P(Z(] = Zo))

1
= E(H(Zo) + H(X1,. ., X0 | Z0)).
Mit Lemma 3.2 erhalten wir

H(X1,..., Xn | Zo) = H(Zo, X1, ..., Xy) — H(Zo)
:H(Xl,,Xn)+H(ZQ|X1,,Xn)—H(Zo)

Die beiden letzten Gleichungen zusammen ergeben

1
Hoo(Z) = lim —H(Zy, ..., Z)

n—oo N
1
= lim —(H(X1,....Xn) + H(Zy | X1,...,X»))
n—oo N
1
= lim —H(Xy,...,X,) = Hyo(X).
n—oo N

Fiir die Entropie der unterliegenden homogenen Markoff-Kette gilt mit Satz
4.8 und der Markoff-Eigenschaft, dafl

Hoo(Z) = lim H(Zy | Zo, ..., Zn-1) = lim H(Zy | Zn_1)

n—0o0 n—0o0

n— o0

= P(Zo=s))H(Z1 | Zo = s))
j=1

T
= piH(pj1, - pjr).
j=1



4.5 Ubungsaufgaben 85

4.5 TUbungsaufgaben

Aufgabe 4.1 Von 12 duflerlich gleichen Kugeln besitzen 11 gleiches Gewicht. Ei-
ne der Kugeln hat abweichendes Gewicht, jedoch ist nicht bekannt, ob sie leich-
ter oder schwerer als die iibrigen ist. Mit Hilfe einer Balkenwaage soll durch Ver-
gleichswégungen herausgefunden werden, welche der Kugeln abweichendes Gewicht
besitzt, und gleichzeitig, ob diese leichter oder schwerer ist.

Zeigen Sie: Mit drei Wégungen kann man obige Aufgabe 16sen, mit weniger Wégun-
gen jedoch nicht.

Aufgabe 4.2 Das Quellalphabet X = {x1, x2, 23} werde durch den bindren Kode
g kodiert, wobei g(z1) = (0), g(z2) = (1,0), g(z3) = (1,1). Die Abbildung

G Ja7 = [ J{01Y s (@1, a) = (g(21), .-, glan))

Jj=1 Jj=1

beschreibe die Kodierung von endlichen Wértern tiber dem Quellalphabet.
Bestimmen Sie eine allgemeine Formel, die fiir gegebenes £ € N die Méchtigkeit der
Menge

M= {(z1,...,2) e U2, &7 | G(ar,...,zx) € V', keN}

angibt. M ist die Menge der Nachrichten, die bei Verwendung von g mit Ko-
dewortern der Lange ¢ dargestellt werden kénnen. Welche Anzahlen ergeben sich
fire=1,...,57

Aufgabe 4.3 Man beweise die folgende Verscharfung des Satzes von Feinstein
(Satz 4.1):

Sei {X,}nen eine diskrete, gedédchtnislose Quelle mit Entropie H = H(X) und
Alphabet X = {z1,...,2,}. Dann gilt Ve > 0 INy € N 34 >0 VN >
N, 3T c &V .

a) P((X1,...,Xy) €T <e

b) V(ai,...,an) €T : 27 NVH-AVN < p(X) = qy,..., Xy = ay) < 2~ NVHFAVN
C) (1 _ 8) 2NH—A\/W < |T| < 2NH+A\/N

Hinweise:
1.) Man definiere fiir eine geeignete Konstante K > 0 und p; = P(X = x;),

¢ =1—ps:

ZlgjgN,aj:xi 1- sz K . }

T:{(al,...,aN)EXNH <K 1<
VNpigi
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2.) Man benutze die Tschebyscheff-Ungleichung: Ve > 0 gilt
1 2
P(Y — pl > ) < SB((Y — p)?)

fiir jede (endlich diskrete) Zufallsvariable Y mit Erwartungswert E(Y) = p.

Aufgabe 4.4 X = {z1,..., 2z} sei das Quellalphabet einer diskreten, gedéchtnis-
losen Quelle X, Y = {y1,...,ya}, d > 2, ein Kodealphabet und g : X — (J;2; V*
ein eindeutig dekodierbarer Kode. Zeigen Sie:

S niP(X = x;) = H(X)/logd gilt genau dann, wenn P(X = x;) = d " fiir
alle j = 1,...,m mit P(X = z;) > 0. nj, j = 1,...,m, bezeichnet hierbei die
Lénge des Kodeworts g(z;).

Aufgabe 4.5 Essei X = {z1, ...,z } das Quellalphabet einer diskreten, gedécht-
nislosen Quelle. Y = {y1,...,y4}, d > 2, sei ein Kodealphabet und ¢’ ein Kode mit
Kodewortlidngen n}, ..., n. , der den Buchstaben y; als Trennzeichen benutzt, d.h.
jedes Kodewort beginnt mit y; und y; wird nur als erster Buchstabe verwendet.
Zeigen Sie:

a) ¢ ist eindeutig dekodierbar.

b) Es existiert ein eindeutig dekodierbarer Kode g mit Kodewortldngen nq, ..., n,
mit n; < n; fiiralled = 1,...,m und n; < nj fiir mindestens ein j € {1,...,m}.

Aufgabe 4.6 Seim € N, m > 2, und p = (p1,...,Pm) € Pn, ein stochastischer

Vektor mit p; > 0 fiirallei =1,...,m. n* = (n},...,nk), nj <--- <nk, seieine
Losung von
m m
min ijnj itber Ni,..., Ny € N mit Z 27" < 1.
j=1 j=1

Zeigen Sie, dal a) 377, 27" =1, b) n*_, =n,.
Aufgabe 4.7 X sei eine diskrete, gedichtnislose Quelle mit Alphabet X = {z1,..., 2}
Man zeige: Es existiert stets ein optimaler prifixfreier Kode fiir X.

Aufgabe 4.8 In einer Datenverarbeitungsanlage sollen die Inhalte von verschiede-
nen Magnetbidndern zusammengestellt werden. Die Magnetbadnder enthalten jeweils
eine geordnete Menge von Daten, die aus einer gewissen Anzahl von Posten besteht.
Es stehen 3 Magnetbandeinheiten zur Verfiigung. Die Anlage kann in einer einzigen
Operation nur 2 Biander zusammenfiigen. Dies geschieht in der folgenden Weise: In
2 Magnetbandeinheiten werden die 2 Bénder, die zusammengefiigt werden sollen,
und die etwa n; und no Posten enthalten, eingelegt. In die letzte Station legt man
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ein leeres Band. Die Datenverarbeitungsanlage kann nun die Bénder so bearbei-
ten, dafl sich zum Schluf} die gesamte aus ni 4+ no bestehende Datenmenge der 2
Bénder, in der richtigen Weise geordnet, auf dem urspriinglich leeren Band befindet.
Die Zeit, die eine solche Zusammenfiigung erfordert, ist proportional zu ny + ns.
Insgesamt sind nun 20 Bander mit 200, 190, 185, 170, 168, 150, 150, 150, 145, 120,
120, 120, 110, 90, 80, 60, 20, 10, 4 und 2 Posten gegeben.

Man gebe eine optimale Strategie an, unter der die zum Zusammenfiigen aller 20
Bénder benotigte Zeit so klein wie moéglich wird.

Aufgabe 4.9 X sei eine diskrete, gediichtnislose Quelle mit Alphabet X = {z1,...,2zm},
m > 2, und zugehériger Verteilung p = (L,..., L) € Pp,. Zeigen Sie: Fiir jeden
optimalen bindren Kode g gilt

2
=) — i _ 9llog, m|
fi(g) = |logy m] + — (m 2082 ),
wobei |z] die gofite ganze Zahl kleiner oder gleich z € R bedeutet.

Aufgabe 4.10 {X, },en sei eine diskrete gediichtnislose Quelle mit Alphabet
X ={x1,...,25} und Verteilung p = (0.3,0.2,0.2,0.15,0.15).

Bestimmen Sie einen optimalen Blockkode fiir Blocke der Lange N = 2. Berechnen
Sie die erwartete Kodewortlidnge pro Quellbuchstabe und vergleichen Sie mit H(X7)
und der in Beispiel 4.1 berechneten erwarteten Kodewortlénge bei buchstabenweiser
Kodierung.

Aufgabe 4.11 Zeigen Sie, dafl die in Beispiel 4.8 definierte Quelle stationér ist.

Aufgabe 4.12 Bestimmen Sie die Entropie einer stationéren diskreten Markoff-
Quelle mit zweielementigem Alphabet, assoziierter Funktion f = Identitit und
Ubergangsmatrix (0 < o, 3 < 1)

o 1-—a
II = .
<1 -8 B >
Aufgabe 4.13 {X,},en sei eine Markoff-Quelle mit Alphabet X = {a, b}, wobei

X, = f(Z,) fir alle n € N gilt und {Z,},en eine homogene Markoff-Kette mit
Zustandsraum S = {s1, s2, 83, 84}, Ubergangsmatrix

02 08 0 O
0 0 01 09
0 0 02 08
07 03 0 O

und assoziierter Funktion f: S — X mit f(s1) = f(s4) = a, f(s2) = f(s3) = b ist.
Die Anfangsverteilung der Markoff-Kette sei stationér. Berechnen Sie die Entropie
H,,(X) und zeigen Sie, dal P(Z,, = 2z, | X, = o, X1 = zp—1) € {0,1} fiir alle
n>2 zp €S, Tp,Tpn_1 € X.

T =



5 Diskrete gedichtnislose Kanile

Mit den im vorigen Kapitel eingefiihrten Kodierungsverfahren soll eine hohe
Datenkompression im Sinn von kurzen erwarteten Kodewortldngen erreicht
werden. Bei der Ubertragung der kodierten Information in einem gestdrten
Kanal kénnen jedoch Fehler auftreten, zu deren Kompensation wieder ge-
zielt Redundanz hinzugefiigt werden mufl. Diese Arbeit erledigt der Quel-
lenkodierer. Er wird zur Ubertragung solche Kodewérter aussuchen, die in
einem noch zu spezifizierenden Sinn weit auseinanderliegen und auch nach
Storung noch korrekt unterscheidbar sind. Auf der Empféngerseite miissen
im Kanaldekodierer Algorithmen implementiert werden, die aus den emp-
fangenen, gestorten Wortern wieder die urspriinglich gesendeten mit kleiner

Fehlerwahrscheinlichkeit rekonstruieren.

Quelle

|

Quellenkodierer

Ziel

|

Dekodierer

Kanalkodierer

Kanaldekodierer

_________________________________________________

Im vorliegenden Kapitel werden stochastische Modelle zur Beschreibung der
zufilligen Storungen im Kanal sowie des Kanalkodierers und -dekodierers

zuféllige Stérungen
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untersucht. Im oben dargestellten Standardmodell der Informationsiiber-
tragung ist der jetzt interessierende Block gestrichelt umrahmt.

5.1 Kanalkapazitit

Im folgenden sei X = {x1,...,x,} das Eingabe- und Y = {y1,...,y4} das
Ausgabealphabet des Kanals, die im allgemeinen verschieden sein kénnen.
Die Wirkungsweise des Kanals bei der Ubertragung eines Buchstabens wird
beschrieben durch Ubertragungswahrscheinlichkeiten py; | ), 1 < i <
m, 1 <j <d. p(y; | ;) bedeutet die Wahrscheinlichkeit, y; zu empfangen,
wenn x; gesendet wurde.

Bei der Ubertragung von Woértern der Linge N beschreibt py(by | ay)
analog die Wahrscheinlichkeit, by € YV zu empfangen, wenn ay € XV ge-
sendet wurde. Als geddchtnislos bezeichnen wir einen Kanal, bei dem jeder
Ausgabebuchstabe nur vom entsprechenden Eingabebuchstaben, nicht von
Vorgingern oder Nachfolgern abhéingt und die Ubertragung einzelner Sym-
bole unabh#ngig geschieht. Dies ist die Aussage der folgenden Definition.

Definition 5.1 (diskreter gedéchtnisloser Kanal)

X ={z1,...,zpn} undY = {y1,...,yq} seien Eingabe- bzw. Ausgabealpha-
bet. Ein System von bedingten Z&hldichten

{pn(1an) | palan) s 9" = [0,1],

Z pn(by | an) =1, aNGXN,NEN}
byeYN

heiBt diskreter Kanal. Ein diskreter Kanal heiit gedéchtnislos (kurz: DMC,
englisch: discrete memoryless channel), wenn

N
pn(by | ay) =[] p1(bi | @)
=1

fir alle N € N, ay = (a1,...,ax) € XN, by = (b1,...,bn) € YV,
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Man beachte hierbei, dafl ein diskreter gedéchtnisloser Kanal bereits eindeu-
tig durch die stochastische Matrix

IT = (pl(yj | xi))1§z‘§m,léj§d

beschrieben wird, die sogenannte Kanalmatriz.

Oft ist es bequemer, diskrete Kanéle durch Zufallsvariablen statt durch ein
System bedingter Zahldichten zu beschreiben. Sei hierzu { (Xn,Y,) }n c €ine
Folge von Zufallvariablen, (X,,,Y;,) jeweils mit Triger X x ). Gilt fiir alle

N e N, (al,...,aN) S XN, (bl,...,bN) EyN, daf

P(Yi:bl, .,YN:bN|X1:CL1,...,XN:aN)

N
HP(Y1 =b; | X1 = a;), (5.1)

=1

so heif3t die Folge {(Xn, Yn)}n oy ebenfalls diskreter gedéchtnisloser Kanal.
Identifiziert man in Definition 5.1 py(by | an) = P(Yny = by | XN = an),
wobei Xy = (X1,...,Xy) und Yy = (Y1,...,Yy), so ist die Aquivalenz
der beiden Definitionen offensichtlich.

Eine zur definierenden Eigenschaft eines diskreten gedichtnislosen Kanals
dquivalente Bedingung enthélt das folgende Lemma.

Lemma 5.1 {(X,,Y,)}nen ist genau dann ein diskreter gedéchtnisloser
Kanal, wenn fiir alle1 < £ < N €N, (a1,...,an) € XN, (by,...,by) € IV
gilt

PY,=b | X1 =a1,..,Xn =an, Y1 =b1,.., Y1 = bp_1)
= P(Y1 = bg ‘ X1 = ag),

d.h. der Kanal iibertréigt ohne Gedéchtnis, ohne Vorgriff und unabhéngig
von der Position /.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl aus der angegebenen Bedingung die
DMC-Eigenschaft folgt. Fiir alle N € N, ay = (a1,...,an) € XN by =
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(by,...,by) € YV gilt

P(Yn =by | XNy =an)
=PYny=0bn|Xn=an,Yny_1=bn_1)
P(Yn_1=by_1,XN =an)
P(Xny =ap)
(Y1 =by | X1 =an)P(Yny_1 =bn_1 | XN =an)
(Yi=bn| X1 =an)P(Y1 =bn_1| X1 =an-1)
‘P(Yn_2=by_2| XN =an)
N

:-~~:HP(H:bi|X1:ai)'
i=1

=P
=P

Umgekehrt erhélt man aus der DMC-FEigenschaft, dafl fiir alle { < N, ay €
X N, by € yN

PY,=b | Xy =an,Y_1 =by_1)
_ P(YZ:bg|XN:aN)
P(Yé—1 =by_1 | Xy = aN)
_ Zb€+17---,b1\r€y P(Yny =by | XNy =an)
a dobybney PYN =by | XN = an)
_ Hf:l PYy=b;| X1 =a;)
- Hf;%P(Yl =b; | X1 = a;)
,Zbuh---,bwey Hﬁ\ié-i-l P(Y1 =b; | X1 = a;)
Zbg,...,bNey Hiié P(Y1 =b; | X1 = a;)
=P(Y1 =0y | X1 = ay).

Die letzte Gleichheit folgt, da beide Summen im Zahler und Nenner den
Wert 1 haben. Damit ist die behauptete Aquivalenz gezeigt. "

Offensichtlich erfiillen stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
vektoren (X,,Y,), n € N, die Bedingungen aus Lemma 5.1, bilden also
einen diskreten gedéchtnislosen Kanal.

Beispiel 5.1 (binérer symmetrischer Kanal, BSC)
Ankniipfend an Beispiel 3.1 seien Ein- und Ausgabealphabet beide binér,
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X =Y = {0,1}. Fiir die Ubertragungswahrscheinlichkeiten einzelner Sym-
bole gelte

p1(0[0) =1 —e=pi(1]1) und pi(1[0) =e=p1(0[1), 0 <e <1

Im Fall eines gedéchtnislosen Kanals folgt fiir die Ubertragungswahrschein-
lichkeiten von Symbolpaaren

1—¢)?, falls (i,5) = (k,¢)
2, falls i # kund j # £ .
(1 —¢), sonst

(
po(ij|kl) = < €
€

Bei der Modellierung mit stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten
zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,,Y,,), n € N, fiihrt die folgende ge-
meinsame Verteilung von (X7,Y7) zu dem gleichen Kanalmodell. Mit den
Abkiirzungen p; = P(X; = 1), i = 0,1, also p; = 1 — pg, wird gesetzt

P(Xl :O,Yi :0) = (1—8)]90, P(Xl :0,Y1 = 1) = &Po,
P(Xl = 17}/1 = 1) = (1—5)]91, P(Xl = 1,Y1 :0) = &p1-

Als Ubertragungswahrscheinlichkeiten ergeben sich

1—
( €)po —1—¢,

P(Yl:0’X1:O):—(1_8)p0+€p0_

und analog

P(Y1:1’X1:1):1—€,

Man sieht, daf verschiedene gemeinsame Verteilungen von (X1,Y7) zu dem
gleichen Kanalmodell fiithren kénnen. ]

Gegeben sei nun ein diskreter gedéchtnisloser Kanal {(X,,,Y},) }nen mit Ein-
gabealphabet X = {z1,...,2,,} und Ausgabealphabet }V = {y1,...,y4}.
Wegen (5.1) ist nur das Paar (X1, Y7) von Interesse. Zur Vereinfachung wer-
den die Indizes weggelassen, also (X,Y) = (X1,Y7). Abkiirzend bezeichne
p(Jli) =pi(y; |zi)) =PY =y; | X =a;),i=1,....,m, j=1,...,d.
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Die gemeinsame Verteilung von (X,Y) ist eindeutig bestimmt, wenn eine
Inputverteilung PX mit p; = P(X = x;) festliegt. Denn fiir alle i,; gilt
P(X =2;,Y =y;) = P(Y =y; | X = 2;) P(X = xi) = p(jli) ps

Die Transinformation oder Synentropie von X und Y hat geméf Definition
3.4 die folgende Gestalt.

I(X,Y)=H(Y

~—

- H(Y[X)

P
P(X =x;,Y = yj)log

I
1
M&

-
I
A
<.
I
—

pi p(ji) log %
D o p(jli)
1p@ p(l)1 8 ST 9010

I
s
B

@
Il
—_
<.
Il
—

I
NE
M&

<.
Il

i=1

Die Transinformation ist eine Mafizahl, um wieviel die Unbestimmtheit von
Y im Mittel sinkt, wenn man die Eingabe X kennt. Ein gegebener Kanal
wird nun optimal ausgenutzt, wenn die Inputverteilung so gewahlt wird,
dafl die Transinformation maximal ist. Dies fiithrt zum Begriff der Kanal-
kapazitdt. Man beachte, dafl in der folgenden Definition die gemeinsame
Verteilung von (X, Yn) keine Rolle spielt. Kanalkapazitéit kann in dieser
Bedeutung fiir beliebige diskrete zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y)
definiert werden, sofern die bedingte Verteilung PY !X vorgegeben ist.

Definition 5.2 (Kanalkapazitiit)
(X ,Y) beschreibe einen diskreten gedéchtnislosen Kanal mit Kanalmatrix

SO ) >

iiber a]le Inputverteﬂungen pPX = (P1y---yPm) € Pp, heifit Kanalkapazitét
C, also

C= max I(X)Y)
(p177pm)€7)m

p(j%)

pep(jle)

max )lo
i St LI

(pl, »Pm,) —
7]

Auch hier wird die Konvention 0-* = 0 benutzt. Undefinierte Ausdriicke ‘*’
treten auf, falls P(X = z;) = 0 oder P(Y = y;) = 0 und P(X = z;) > 0.
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Im ersten Fall liegt ein Ausdruck der Form 0 - log 0 vor, im zweiten liefert
die Multiplikation mit p(j|i) = 0 den Wert Null. Die kritischen Félle werden
also durch die Konvention erfafit. Hierdurch ist die Transinformation bei
gegebener Kanalmatrix eine stetige Funktion auf der kompakten Menge P,,,.
Das Maximum in der Definition der Kanalkapazitit wird also angenommen.

Beispiel 5.2 (bindrer symmetrischer Kanal, BSC)

Die Ubertragungswahrscheinlichkeiten seien wie in Beispiel 3.1 und 5.1, also
p(0[0) = p(1]1) = 1 — £ und p(1|0) = p(0|]1) =&, 0 < & < 1. Es bezeichne
po = P(X =0) und p; = P(X = 1) die Verteilung von X.

Zur Berechnung der Transinformation von X und Y wird die Identitét
I(X,Y)=H(Y)— H(Y | X) benutzt. Offensichtlich ist

d
HY | X =2)=-Y PY =y; | X =2,)log P(Y =y, | X = x,)
j=1

=—cloge—(1—¢)log(l—¢)=a

unabhéngig von x;. Folglich ist die bedingte Entropie

HY | X)=) PX=z)HY |X=2)=a
=1

unabhiingig von PX. Bei der Maximierung von I(X,Y’) braucht also nur
H(Y') beriicksichtigt zu werden, so dafl zur Bestimmung der Kanalkapazitét
lediglich das Problem max(,, ,,)ep, H(Y) zu 16sen ist. Nach Satz 3.1 a) ist
H(Y') maximal, wenn Y gleichverteilt ist, also P(Y = 0) = P(Y =1) = 1.
Aus der in Beispiel 5.1 bestimmten gemeinsamen Verteilung von X und Y
kann leicht die Randverteilung von Y in Abhéngigkeit von pg, p1 und e
berechnet werden. Es gilt

PY=0=(1-¢)po+ep1 und P =1)=c¢epy+ (1—¢)pi.

I(X,Y) ist also maximal, wenn

(1—¢e)po+ep1 = % und epo+ (1 —e)p1 = %
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Eine Losung dieser Gleichungen ist gegeben durch p§ = p] = % Die Kanal-
kapazitdt des BSC wird also fiir gleichverteiltes X angenommen. Thr Wert
betrdagt nach Beispiel 3.1 mit Logarithmen zur Basis 2

C=14+(1—-¢)logy(l1—¢)+eclogge=1—H(e,1—¢). (5.2)

Im folgenden wird benutzt, daB fiir einen DMC {(X,,Y;)}nen die Uber-
tragungswahrscheinlichkeiten P(Y; = y; | Xy = x;) fiir alle 2; € X, y; € Y
unabhéingig von £ den gleichen Wert haben. Der Nachweis hiervon ist Inhalt
von Ubungsaufgabe 5.2.

Satz 5.1 {(X,,Yn)}nen sei ein DMC mit Kanalkapazitédt C. Dann gilt fiir
alle N e N

N
I(Xy,Yy) < ZIX(,Y( < N-C,
=1

wobei Gleichheit links gilt, wenn X1, ..., Xy stochastisch unabhéngig sind,
und Gleichheit rechts, wenn PX¢ fiir alle ¢ = 1,..., N eine die Transinfor-
mation I(Xy,Yy) maximierende Verteilung ist.

Beweis. Mit Lemma 3.2 b) gilt I(Xy,Yn) = H(Yn) — HYNn | XnN).
Ferner

H(Yy | XnN)

- > P(Xy=ay)pn(by | ay)log

aneXN byeYN
1 N

S R i, )

® v (¥ [ Xx) ; ® pi(Ye | Xo) Ye\X/z)

N

yE B log - n|X> SH(Y: | X0).

/=1 (=1

1

pn(by | an)
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Mit Satz 3.1 d) folgt

I(Xn,Yn) = H(Yy) =Y H(Y;| X0)
(=1

<

WE

(H(Ye) — H(Ye | Xo))

~
Il
—

[
NE

I(X,,Y;) < N-C.

)
X

Gleichheit gilt hierbei genau dann, wenn Y7, ..., Yy stochastisch unabhéngig
sind. Hinreichend hierfiir ist die stochastische Unabh#ngigkeit der Zufalls-
variablen X1,..., Xy. In diesem Fall gilt ndmlich

P(Xy =an,Yy =by) =P(Yy =by | Xy = an)P(Xy = ay)
N
[P =be | Xe=an)P(Xe = ay)

~
Il
—

P(X;=asYr=b)

—.

)
X

fiir alle ay € X, by € YV, und weiterhin

N N
P(Yy=by)= Y [[P&i=anYi=0b)=]]P(¥i=0)
ayexN (=1 (=1

fir alle by,...,by € V. Y1,..., Yy sind damit stochastisch unabhéngig, wor-
aus Gleichheit in der linken Ungleichung folgt.

Die zweite Bedingung fiir Gleichheit folgt aus der Definition der Kanalkapa-
zitdt, wenn man noch beachtet, dafl P(Y; = y; | Xy = z;) unabhéngig von
{ € N ist. "
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5.2 Kanaldekodierung

Symbole werden iiber einen diskreten gedéchtnislosen Kanal iibertragen, der
Eingabealphabet X = {x1,...,z,,}, Ausgabealphabet Y = {y1,...,y4} und
Ubertragungswahrscheinlichkeiten

pn(bylan) = P(Yy =by | Xy = an)

N N
= [Ir1(0ilai) = [T P2 = bi | X1 = )
=1 i=1

fiir Worter der Lange N hat, wobei ay = (a1,...,an) € XN und by =
(bl, e ,bN) S yN.

Der Kanalkodierer hat M Kodewoérter der Lange N zur Verfiigung, die durch
den Kanal {ibertragen und wieder richtig dekodiert werden sollen. Die Menge
dieser Eingabeworter wird mit

C:{Cl,...,CM}gXN

bezeichnet. Wird nun ¢; € C in den Kanal eingegeben und iibertragen, so
erhilt man auf der Ausgabeseite ein Wort by € YV, das wegen der zufilligen
Storungen im allgemeinen nicht mehr mit c¢; {ibereinstimmt.

Das Problem lautet dann, das empfangene by richtig zu dekodieren, d.h.
aus der Kenntnis von by zu entscheiden, welches Kodewort aus C gesen-
det wurde. Verniinftigerweise wird man dasjenige c¢; dekodieren, welches bei
empfangenem by die groBite Wahrscheinlichkeit als Eingabewort aufweist.
Dieses Konzept wird in verschiedener Hinsicht konkretisiert. Zunéchst for-
malisieren wir den Begriff einer Dekodierregel.

Definition 5.3 (Dekodierregel)
Eine Partition R = {Ry,...,Ry} von YV heifit Dekodierregel (englisch:
decoding rule, decision scheme).

Dabei heifit Ry,..., Ry € YV Partition von YV, wenn Ry,..., Ry paar-
weise disjunkt sind und (JY, R; = YV,

Jede Dekodierregel R kann dquivalent durch eine Funktion h : YV — C
beschrieben werden, indem

h(bN) = ¢y, falls by € Rj, j=1....m (5.3)
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gesetzt wird. Graphisch ergibt sich das folgende Bild.

C A
Ci o Kanal /];1\ I e C
CcC2 @ Ry | — e C

— | pn(bn | an) | —

Dekodierregeln werden wie folgt angewendet. Ist by € R; das empfangene
Wort, so dekodiert man ¢; € C, entscheidet also, daf ¢; € C gesendet wurde.
Gute Dekodierregeln sind offensichtlich solche, die kleine Fehlerwahrschein-
lichkeiten besitzen.

Definition 5.4 (ME-Dekodierung)
FEine Dekodierregel Ry, ..., Ry mit

bNERj = P(XN:CJ'|YN:bN) ZP(XN:CZ'|YN:bN)

fiir alle i = 1,..., M und alle by € Y mit P(Yy = by) > 0 heifit ME-
Dekodierung (englisch: minimum error rule, ideal observer).

Bei ME-Dekodierung wird zugunsten eines Kodeworts c¢; entschieden, das
maximale Wahrscheinlichkeit hat, gesendet worden zu sein, wenn by emp-
fangen wurde. R; enthélt also nur solche Wérter by, fiir die obige Wahr-
scheinlichkeit maximal ist.

Fiir eine gegebene Kodewortmenge C, Dekodierregel R = {Rq,..., Ry}
und Inputverteilung p = (p1,...,pn) mit p; = P(Xy =¢j), j=1,...,m,
> j=1pj = 1 bezeichne

ej:P(YNgRj ’XN:C]‘) (54)
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die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehldekodierung, wenn c; gesendet wurde,
und

M
e= Zejpj (5.5)
j=1

die Wahrscheinlichkeit fiir einen Dekodierfehler. ME-Dekodierungen sind in
folgendem Sinn optimal.

Satz 5.2 Bei fester Inputverteilung p = (pi,...,Pm) minimieren ME-
Dekodierungen unter allen Dekodierregeln die Fehlerwahrscheinlichkeit e

aus (5.5).

Beweis. Sei R = {Rj,..., R} eine ME-Dekodierung. Dann gilt

P(Yn € Rj | Xy = ¢;)P(XN = ¢j)

<.
Il
-

M-

P(YN gRj,XN :Cj)

<.
Il
-

P(XN =Cj) —P(YN GRJ‘,XN =Cj))

<
Il
-

e

M
:1—2 Z P(Yy =bn, Xy =¢j)

7=1 bNERj

M
=1-> > P(Xy=c;|Yy=by)P(Yy = by)
Jj=1bNER;

M
1->" Y P(Xy=c;|Yy=by)P(Yy =by)
j=1byNES;

IN

fiir alle Dekodierregeln & = {Si,...,Su}. Obige Ungleichung gilt, da
P(XN = Cj | YN = bN) = maXj=1,.. .M P(XN = C; | YN = bN) fir al-
le by mit P(Yy = by) > 0. Durch Riickwértsumformen mit .S; anstelle von
R; entlang obiger Gleichungen erhélt man den Dekodierfehler beziiglich der
Dekodierregel S. "
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Ein Nachteil der ME-Dekodierregel ist, dal sie von der Inputverteilung p
abhéngt, die aber oft nicht bekannt ist. Selbst wenn sie bekannt ist, héngt
bei Anwendung der ME-Dekodierung die Kanaldekodierung von stochasti-
schen Eigenschaften der Quelle ab, was bei der Verwendung eines Kanals
zur Ubertragung von Signalen aus verschiedenen Quellen nicht erwiinscht
nicht. Diese Nachteile werden durch die folgende Dekodierregel vermieden.

Definition 5.5 (ML-Dekodierung)
Eine Dekodierregel R = {R1,..., Ry} mit

bNERj = P(YN:bN|XN:Cj) ZP(YN:bN|XN:CZ')

fiir allei = 1,..., M, heit ML-Dekodierung (englisch: maximum-likelihood
decoding rule).

ML-Dekodierungen entscheiden also bei Empfang von by zugunsten des c¢;,
bei dessen Sendung der Empfang von by maximale bedingte Wahrschein-
lichkeit hat.

Man beachte, dafl im allgemeinen weder ME- noch ML-Dekodierungen ein-
deutig sind. Worter by, bei denen die bedingten Wahrscheinlichkeiten in
Definition 5.4 und 5.5 iibereinstimmen, kénnen verschiedenen Mengen R;

zugeordnet werden, ohne die Optimalitdtseigenschaften zu verletzen.

Im Fall einer auf C gleichverteilten Eingabe Xy sind beide Dekodierregeln
dquivalent, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.2 Wenn P(Xy = ¢j) = % fiir alle j = 1,..., M, so ist jede
ME-Dekodierung eine ML-Dekodierung und umgekehrt, d.h. ME- und ML-
Dekodierung sind in diesem Fall d&quivalent.

Beweis. Fiir alle by € YV mit P(Yy = by) > 0 gilt unter der Gleichver-
teilungsannahme

P(YN = bN ’ XN :Cj)

(Xy = | ¥ =bv) = 5= P(Xn = o))

1
= P(Yn = XN =c¢j).
M P(Yx = by) (Ynv =by | XN =¢j)

Hieraus folgt, dafl

P(XN:Cj‘YN:bN)ZP(XN:CZ"YN:bN)
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fiir alle 1 = 1,..., M genau dann, wenn
P(Yy=bn | Xy =c¢j) > P(Yn=by | XN =c;)

fiir alle ¢ = 1,..., M. Die Behauptung folgt jetzt aus den Definitionen von
ME- und ML-Dekodierung. "

Im weiteren wird die sogenannte Hamming-Distanz als Abstandsbegriff zwi-
schen Wortern bendotigt.

Definition 5.6 (Hamming-Distanz)
Seien by = (b1,...,bn), by = (b],...,by) € YN. Die Anzahl verschiedener
Komponenten von by und by,

d(bn,by) = |{i | b; # b}, i=1,...,N},
heiftt Hamming-Distanz zwischen by und by.

Die Hamming-Distanz ist eine Metrik auf Y%, denn sie geniigt fiir alle
an,by,cy € YV den Forderungen (i) d(an,by) = 0 & ax = by, (ii)
d(CI,N, bN) = d(bN,G,N) und (iii) d(aN, CN) < d(aN, bN) + d(bN, CN). Stim-
men nun Eingabe- und Ausgabealphabet eines Kanals iiberein, kann mit
Hilfe dieses Abstandsmafles auf der Menge der Worter der Linge N die
folgende einfache Dekodierregel implementiert werden.

Definition 5.7 (MD-Dekodierung)
Ist X = Y, so heifit eine Dekodierregel R = {Ry, ..., Ry} MD-Dekodierung,
wenn

by € Rj = d(by,cj) <d(by,c;) fiirallei=1,..., M.
Obwohl MD-Dekodierung nicht von den Ubertragungswahrscheinlichkeiten
des Kanals abhéngt, konnen bei einem binédren symmetrischen Kanal ML-

Dekodierregeln als MD-Dekodierer implementiert werden.

Satz 5.3 Fliir einen bindren symmetrischen Kanal mit 0 < & < % sind ML-
Dekodierung und MD-Dekodierung dquivalent.
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Beweis. C = {cy,...,cp} sei der Eingabekode, wobei ¢; = (¢j1,...,¢jn),
j=1,..., M. Es gilt

N
P(YN:bN|XN:C]'):HP()/1:bi|X1:Cji)
i=1
— Ed(bN’cj)(l _ E)Nﬁd(bN’Cj)'

fo(z) = £%(1 — &)V ~% ist monoton fallend in = € [0, N], falls 0 < e < 1, da
fl(z) =e*(1 — &)V *(lne —In(1 —¢)) < 0. Es folgt d(by,c;) < d(bn,c;)
fir alle i = 1,..., M genau dann, wenn P(Yn = by | Xy =¢j) > P(Yn =
by | Xy =¢) fir allei =1,..., M. Hieraus folgt die Behauptung. n

5.3 Der Shannonsche Fundamentalsatz

Es ist einsichtig, dafl man auch bei einem gestorten Kanal mit kleiner Fehler-
wahrscheinlichkeit {ibertragen kann, wenn ein hoher Aufwand zur Fehlerkor-
rektur betrieben wird. Man koénnte etwa jedes Symbol n-mal hintereinander
wiederholen, und der Empfinger entscheidet sich fiir das Symbol, das er
am haufigsten dekodiert hat. Offensichtlich wird bei diesem naiven Verfah-
ren der Durchsatz mit sinkender Fehlerrate immer geringer. Generell kénnte
dies Anlafl zu der Vermutung geben, dafl bei einem verrauschten Kanal die
Zuverlissigkeit der Ubertragung mit steigendem Aufwand fiir fehlerkorrigie-
rende Symbole erkauft werden mu#f.

Daf} dies nicht so ist, zeigt der in diesem Abschnitt behandelte Shannonsche
Fundamentalsatz. In der englischsprachigen Literatur findet er sich unter
dem Stichwort “Fundamental Theorem of Information Theory” oder “Noisy
Coding Theorem”. Entgegen der obigen Vermutung zeigt dieses wichtige Er-
gebnis, daB eine Ubertragung mit beliebig kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit
ohne Reduzierung der Datenrate mdoglich ist, sofern die Datenrate kleiner als
die Kanalkapazitét (s. Definition 5.2) ist. Um kleine Fehlerwahrscheinlichkei-
ten zu erreichen, werden Blockkodes eingesetzt, deren Lénge allerdings mit
fallender Fehlerwahrscheinlichkeit wichst. Die hierdurch bedingte aufwendi-
ge Kodierung und Dekodierung sind der Preis, den man fiir die zuverlassige
Ubertragung zahlen muf.
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Andererseits kann diese Schranke nicht {iberschritten werden. Die Umkeh-
rung des Fundamentalsatzes besagt, dal bei Datenraten oberhalb der Ka-
pazitdt und einer Gleichverteilung als Inputverteilung stets mit positiver
Wahrscheinlichkeit Fehler auftreten, egal wie ausgekliigelt die Kodier- und
Dekodierregeln sind.

Wie bisher sei C = {cy,...,cp} € XV ein Eingabekode aus M Woértern der
Lénge N. Zugehérige Dekodierregeln werden mit R = {Ry,..., Ry} € YV
bezeichnet, die in der Regel von dem verwendeten Eingabekode abhéngen,
also Rj = R](C) = Rj(cl, ce ,CM).

Zur Beurteilung der Giite eines Kodes werden die Fehlerwahrscheinlichkei-
ten (5.4) und (5.5) herangezogen. Mit den folgenden Notationen wird die
Abhéngigkeit von C betont. Es bezeichne

¢;(C) = P(Yn ¢ R;(C) | XN = ¢;) (5.6)

die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehldekodierung, wenn c¢; gesendet wurde,

e(C) =Y ¢(C)P(XN =¢)) (5.7)

M
—

<

die Wahrscheinlickeit fiir eine Fehldekodierung und
1 M
e(C) =17 _&(C) (5.8)

Jj=1

die mittlere Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehldekodierung. Diese stimmt mit
(5.7) iiberein, wenn die Inputverteilung eine Gleichverteilung auf C ist.
Schliellich bezeichnet

¢(C) = max ¢;(C) (5.9)

die maximale Wahrscheinlichkeit fiir Fehldekodierung.

Offensichtlich gilt e(C) < é(C) fiir jede Inputverteilung PXN auf C, so daB
mit jeder oberen Schranke fiir é(C) auch eine obere Schranke fiir ¢(C) un-
abhéngig von der Inputverteilung gewonnen wird.
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Um das Verstédndnis des folgenden allgemeinen Fundamentalsatzes zu er-
leichtern, formulieren wir vorab eine spezielle Version fiir den binéren sym-
metrischen Kanal und interpretieren die Aussage in einem nachfolgenden
Beispiel. Verwendet werden hierbei Logarithmen zur Basis 2. Man beachte,
daf dann fiir die Kanalkapazitit C' < 1 gilt (s. Beispiel 5.2). Es werden
Eingabekodes mit héchstens 26N Wortern der Linge N verwendet, wobei
20N < 9N " der Anzahl aller Eingabewdérter der Lénge N.

Satz 5.4 Gegeben sei ein binidrer symmetrischer Kanal mit Kapazitéit C.
Seien R eine Konstante mit 0 < R < C und € > 0. Fiir My = LZRNJ
existiert eine Folge von Kodes Cny C {O,I}N mit My Kodewortern der
Lédnge N derart, da8 bei ML-Dekodierung é(Cy) < ¢ fiir alle geniigend
grofien N.

Die ML-Dekodierung darf hierbei durch eine beliebige andere Dekodierregel
ersetzt werden, die einen kleineren maximalen Fehler é(Cy) liefert.

Beispiel 5.3 Betrachtet wird ein BSC mit einer Wahrscheinlichkeit fiir
Fehliibertragung von € = 0.03. Die Kanalkapazitdt betrigt dann nach Glei-
chung (5.2) in Beispiel 5.2

C=1-H(g,1—¢)=1+0.03log,0.03 + 0.97log, 0.97 = 0.8056.

Wegen Satz 5.4 existieren dann fiir R = 0.75 < C' fiir geniigend grofile N
L20'75 N J Kodewdrter der Lénge N aus X' mit é(Cy) < e. Konkret ergeben
sich die in der folgenden Tabelle angegebenen Werte. In der letzten Zeile
ist der prozentuale Anteil der fiir den Kode C,, benutzten Kodeworter aus
der Menge aller Kodeworter der Liange N angegeben. Man sieht, dafl dieser
rapide fallt.

N 10 20 30
|AN| =2V 1024 | 1048576 | 1.0737 - 10°
| 207N | 181 32768 | 5.931-10°
100 - 207N oON W 177 % | 3.1 % 0.552 %

Ist der Eingabekode Cy bekannt, wird Satz 5.4 wie folgt umgesetzt. Der
Nachrichtenstrom aus Nullen und Einsen wird in Blocke der Linge K =
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0.75 N geteilt, wobei im folgenden zur Vereinfachung 0.75 N € N ange-
nommen wird. Fiir jeden dieser Blocke steht dann eines der 2% = 20.75N
Kodeworter der Linge N zur Verfiigung, die bei geniigend grofiem N mit
beliebig kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit iibertragen werden kénnen.

Diese Aussage kann auch in zeitbezogenen Einheiten interpretiert werden.
Die Zeit wird durch die Forderung normiert, daf§ der Kanal 1 Symbol pro
Zeiteinheit (ZE) iibertriagt. Die angeschlossene Quelle, bzw. der zugehorige
Quellenkodierer produziere 0.75 Symbole pro ZE. Wartet man K = 0.75 N
Symbole der Quelle ab und kodiert diesen Block durch ein Kodewort der
Liange N, so steht fiir jedes der 207" moglichen Worter der Quelle ein
Kodewort der Lange N aus Cy zur Verfiigung, das mit kleiner Fehlerwahr-
scheinlichkeit tibertragen werden kann. Quelle und Kanal kénnen also syn-
chron arbeiten.

R kann maximal in der GréBenordnung von 0.8 gewihlt werden. Mit der zeit-
synchronen Kopplung von Quelle und Kanal bedeutet dies, daB ein Ubert-
ragungsfehler von 3 % eine Reduktion der Datenrate auf 80 % erforderlich
macht, um zuverliissige Ubertragung erzielen zu kénnen. Eine analoge Rech-
nung zeigt, daB bei einem Ubertragungsfehler von 1 % nur 91.9 % der ma-
ximalen Datenrate zur Verfiigung steht.

Der Preis fiir die kleine Fehlerwahrscheinlichkeit ist das fiir groles N kom-
plizierte und zeitaufwendige Kodier- bzw. Dekodierverfahren. Wie die zu-
gehorigen Kodes C konkret aussehen, ist nicht bekannt, da bisher vorliegen-
de Beweise des Fundamentalsatzes nicht konstruktiv sind. Die wesentliche
Aussage des Fundamentalsatzes ist, daff es solche Kodes gibt. "

Im folgenden wird ein diskreter Kanal {(X,,Y;)}n,en mit Ubertragungs-
wahrscheinlichkeiten

P(YN = by ‘ Xy = aN) :pN(bN\aN), ay € XN, by € yN (5.10)

und Ein- bzw. Ausgabealphabet X = {z1,..., 2} bzw. Y = {y1,...,y4}
betrachtet. Der Beweis des Fundamentalsatzes beruht auf der Herleitung
einer exponentiellen Schranke fiir die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit.
Als beweistechnisches Hilfsmittel werden Zufallskodes benutzt.

Definition 5.8 Stochastisch unabhéngige Zufallsvariable C1,...,C)yy,
identisch verteilt jeweils mit Triger X, heiflen (M, N)-Zufallskode.

Im folgenden wird stets angenommen, dafl die Zufallskodes stochastisch un-
abhéngig von den Zufallsvariablen sind, die den Kanal definieren. Durch eine
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Realisation ¢q, ..., cp von Ch, . .., Cyy wird zufillig ein Kode bestimmt, wo-
bei einzelne Kodeworter eventuell mehrfach vorkommen kénnen, wenn auch
fiir groles M und N mit kleiner Wahrscheinlichkeit.

ML-Dekodierung bei Zufallskodes C1,...,Cy: (2,4, P) — (XN, ‘B(XN))
ist punktweise fiir w € € zu verstehen. Die Partition

Rl(Cl(w), NN ,CM(W)), ce ,RM(Cl(w), NN ,C’M(w))

ist wie in Definition 5.5 bei festem w € ) definiert. Mef3barkeitsfragen inter-
essieren in diesem Zusammenhang nicht, die in spéteren Beweisen bend&tigten
Wahrscheinlichkeiten sind alle wohldefiniert.

Lemma 5.3 Cy,...,C) sei ein (M, N)-Zufallskode. Dann gilt bei ML-
Dekodierung fiir alle j =1,..., M und 0 < p <1

E(e; ( Ch,...,Cu))
v\
<o Y (X P =) b))

beYN “acxN

Beweis. Fiiralle ci,...,epp € XN, j=1,..., M gilt

ej(cl,...,cM) = P(YN ¢ Rj(cl,...,cM) ‘ XN = Cj)
= > pw(bley)

bZRj(ct,....car)

= Z pN(b‘cj)]IRj(ch---,CM) (b).

beyN
Setzt man nun einen Zufallskode C1,...,C)s ein, folgt unter Verwendung
elementarer Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte, daf} fiir jedes j =

1 M

gy

E(ej(C1, .- 7CM))
= " E(¢)(Cr.....C) | € = a) P(C; = a)
acXxN

= Z E(ej(Cl,...,a,...,CM))P(Cj =a)

acxN
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= Z E( Z pN(b\a)HRg(cl,...,a,...,CM)(b)>P(Cj =a)

acxN beyN

= Y P(Cj=a) Y pn(bla)P(R;(Cy,....a,...,Cy) #b),

acXN beyN

wobei a jeweils an der j-ten Stelle steht. Bei Anwendung von ML-Dekodie-
rung gilt punktweise fiir jedes Argument w des Zufallskodes und alle a € XV

b ¢ Rj(Cl,... AN, ... ,CM) = 1 75] mit pN(b|a) SpN(b|CZ)

Hiermit erhalten wir fiir alle 0 < p < 1 und s > 0 die folgenden Abschétzun-
gen

P(b ¢ Rj(Cl,...,a,...,CM))
< P< U {pn(Bla) < pN(b!Cz‘)}>
i#]
< (ZP(pN(bla) < pN(b|Cz‘))>
i#]
< <Z ) P(C; = c))

i#]  ceXN py(bla)<pn(blc)

< (Z > PCi= C)(pN(b|c))s>p

22 px(bla)
(o iy
- (or b2 e i)

Insgesamt folgt fiir den Erwartungswert von e;
E(ej(Cl, ey CM))
< > P(Cj=a) ) pn(bla)

acXN beyN
{or- L palbler
(G b2 e )
—0r-17 Y (X Per = alpatla) )
beYN “acxN

( > P(C = c)pN(b\c)s>p.

cexN
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Setzt man nun s = 1/(1+ p), dquivalent 1 — sp = 1/(1 + p), ergibt sich
schliellich

E(ej(Cl, ey CM))

<(M-1F Y < 3 P(Cr = a)(pN(b|a))1/(1+p)>

beYN “acxN

1+p

Im Beweis von Lemma 5.3 wird die Gedéchtnislosigkeit des Kanals nicht
gebraucht. Die Aussage gilt also fiir einen beliebigen diskreten Kanal, dessen
Ubertragungswahrscheinlichkeiten durch ein System bedingter Z#hldichten
(5.10) gegeben ist. Wird zusitzlich die Gedéchtnislosigkeit eingesetzt, erhélt
man die folgende Abschétzung.

Lemma 5.4 {(X,,,Ys)}nen sei ein diskreter gedéchtnisloser Kanal und
(Ci,...,Cnm) ein Zufallskode, C; = (Cji,...,Cjn) mit stochastisch un-
abhéngigen, identisch verteilten Cjy, j = 1,...,M, ¢ = 1,...,N. Die
Verteilung von Cj, auf X werde durch den stochastischen Vektor q =
(q1,---,9m) € Pm beschrieben. Bei ML-Dekodierung gilt dann fiir alle
0<p<l,j=1,...,M, daB

(ej(Cl, .. ,CM))

(Z (qu pi(y;ls )1/(1+p)>1+p>N- (5.11)

Beweis. Einsetzen in Lemma 5.3 liefert

E(ej(Cl, .. ,CM))
< (M -1y

N .
Z < Z H P(Cyy = ay) pl(bdag)l/(up))

b1,....,bN€Y “ai,..,anEX (=1

o 1 (Furron)”
bl, ey (=1
d

1+p
=(M—1>”H (Zqzm yjlw:) mp)) :

=1 j=1 \i=
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Die Summe der betrachteten Wahrscheinlichkeiten ist unabhéngig von ¢, so
daf} die Behauptung folgt. "

Die Doppelsumme in (5.11) wird im folgenden mit

d m 14+p
F(p,q) =) (Z g pl(yj\xi)l/(”p)>

j=1 Ni=1
abgekiirzt. Dann ist
E(e;(Ch,....Cn)) < (M —1)°F(p,q)™

=exp (pIn(M — 1)+ NInF(p,q))
<exp (pInM + NInF(p,q)).

Setzt man nun noch

G(p,q) = —InF(p,q) und R= (InM)/N, (5.12)
so folgt fiir alle M, N € Nund 0 < p < 1, daf3

E(ej(Cl,...,CM)) §exp(—N(G(p,q) —,oR)). (5.13)

R ist die Quellenrate. Sie ergibt sich in Satz 5.4 durch Auflsen der Gleichung
M = 28N nach R mit Logarithmen zur Basis 2.
Um eine moglichst scharfe obere Schranke fiir den erwarteten Dekodierfehler
zu erhalten, wihlen wir p € [0,1] und ¢ = (q1,...,¢m) € P so, dal die
rechte Seite von (5.13) moglichst klein wird. Zu bestimmen ist dann
— = G*(R). 14
Juax max (Glp,q) = pR) = G"(R) (5.14)

Obiges Maximum wird angenommen, da eine stetige Funktion mit kompak-
tem Definitionsbereich vorliegt.

Satz 5.5 {(X,,Y,)}nen sei ein diskreter gedéchtnisloser Kanal. Bei ML-
Dekodierung existieren fiir alle N € N Kodewdrter ¢y, ...,cyr € XV so,
daB

é(ey, ... epp) < e NG,

Gilt 4~ NG"(B) < 1 0 existieren paarweise verschiedene c1, ..., cp.
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Beweis. Wir ersetzen in Lemma 5.4 M durch 2M und benutzen fiir Cjy
die (5.14) maximierende Verteilung g*. Fiir den mittleren erwarteten Deko-
dierfehler der 2M Worter gilt dann

2M
1 _ * _ *(In
m ZE(B_](Cla o aC2M)) <e NG*(R) _ N NG*(In2M/N)
j=1
Dann existieren ein Argument w des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raums 2 und 2M Kodewdrter ¢; = C1(w),. .., canr = Copr(w) € XN mit

2M
1 *
517 Y ejler,... eon) < e NETIMIMN), (5.15)
j=1

Die Existenz von w € € mit der angegebenen Eigenschaft ist klar. (“Es
koénnen nicht alle mehr verdienen als der Durchschnitt.”) Allerdings ist die-
se Stelle im Beweis hochgradig nicht konstruktiv. Da lediglich die Vertei-
lung des Zufallskodes, nicht aber das punktweise Verhalten spezifiziert ist,
besteht keine Moglichkeit, die Realisation ¢y, ..., cops konstruktiv zu be-
stimmen. Wir miissen uns hier mit der Existenzaussage begniigen.

Nun entfernt man aus c¢1,...,copr genau M Kodewdrter, insbesondere al-
le diejenigen mit eg(cy,...,copr) > 20~ NG IM2M/N) Hichstens M Stiick
erfiillen diese Bedingung, sonst wiirde ein Widerspruch zu (5.15) bestehen.
Die verbleibenden M Kodeworter bilden einen Teilkode ¢;,, ..., ¢;,, mit

ej(Ci,. .. ¢iy) < 2exp (— NG*(In2M /N)

= 2exp (— N max max {G(p,q) — p ln2M/N})

=2exp ( — Norgggl ;Iel%};{G(p,q) —pInM/N — pln2/N})

<2exp(—NG*(InM/N)+1In2) =4exp (- NG*(R))

fir alle j € {i1,...,im}-

Die Behauptung, dafl paarweise verschiedene Kodeworter existieren, sieht
man so ein. Angenommen zwei Kodewérter sind gleich, etwa ¢; = ¢;. Dann
existiert eine ML-Delodierung mit R; = 0, und es gilt e;(cy,...,cm) =
P(Y, ¢ Rj | Xy = ¢j) = 1, im Widerspruch zu der Annahme, daf8 die
obere Schranke fiir den maximalen Fehler kleiner als 1 ist. "
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Satz 5.5 liefert eine in N exponentiell schnell fallende Fehlerschranke, wenn
G*(R) > 0ist. Wir werden jetzt untersuchen, wann dies der Fall ist. Ben6tigt
werden zwei vorbereitende Lemmata.

Lemma 5.5 Sei g : [0,1] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit
g(0) = 0. Dann folgt aus R < ¢'(0), daB maxo<,<1 {g(p) — pR} > 0. ¢'(0)
bedeutet hierbei die rechtsseitige Ableitung im Punkt 0.

Beweis. Das Maximum der stetigen Funktion g(p)—pR wird auf dem Inter-
vall [0,1] angenommen. Angenommen, fiir alle p € [0, 1] wire g(p) < pR. Sei
pn € [0,1], n € N, eine Folge mit lim,,_,o p, = 0. Der Mittelwertsatz liefert
die Existenz von Zwischenpunkten &, € [0, p,,] mit ¢'(&,) = g(pn)/pn < R

fiir alle n € N. Also ist ¢'(§,) < R. Aufgrund der Stetigkeit folgt ¢'(0) < R.
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung und zeigt die Behauptung. =

Lemma 5.6 Fiir alle 0 < p <1, q € P, gilt

d
0< —Glp, <C,
S (p,q) o =

wobei Gleichheit gilt, wenn q* eine Verteilung ist, die die Transinformation
des diskreten gedéchtnislosen Kanals maximiert.

Beweis. Es gilt

m d
d p1(yjlzi)
d—pG(p, q)\p:OJr = Z Z%m(?/ﬂ%’) In ;

=I1(X1,11).
Dies ist die Transinformation des Kanals bei Inputverteilung (q1,...,qmn).
Nach Definition der Kanalkapazitit ist dilpG(p, q)‘p:0 s C, wobei Gleich-
heit gilt, wenn q = ¢*. "

Insgesamt kann nun wie folgt geschlossen werden. Aus R=InM/N < C =
dilpG(p, q*)|p:0Jr folgt mit Lemma 5.5

Joax, {G(p,q") — pR} >0,
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so dafi

* _ _ > *) — .
@' (R) = max max {G(p.q) = pR} = max {G(p.q") = pR} >0

Wendet man noch Satz 5.5 an, ergibt sich die Aussage des nun folgenden
Fundamentalsatzes.

Satz 5.6 (Shannonscher Fundamentalsatz)

Gegeben sei ein diskreter gedédchtnisloser Kanal mit Kapazitédt C und eine
Konstante R mit 0 < R < C. My € N sei eine Folge mit % < R. Dann
existieren eine Folge von Kodes C mit My Kodewoértern der Liange N und
eine Konstante A > 0 mit

é(Cn) <4e™ M 50 (N - o0).

Man konnte versuchen, die obige Beweismethode mit Zufallskodes in die
Praxis umzusetzen, indem 2M Kodeworter zufillig erzeugt werden und aus
diesen M Kodeworter mit kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit ausgesucht wer-
den. Der Beweismethode von Lemma 5.5 entsprechend kann man hoffen,
daf hierdurch in der Mehrzahl der Fille brauchbare Kodes entstehen. Die-
ses Verfahren ist jedoch nicht praktikabel, da zufillig erzeugte Kodes in der
Regel keine besondere Struktur haben. Diese ist jedoch nétig, um effizien-
te Kodier- und Dekodieralgorithmen zu entwerfen. Aus diesem Grund sind
fehlerkorrigierende Kodes insbesondere unter algorithmischen und algebrai-
schen Aspekten entwickelt worden.

Es ist wichtig, alle auftretenden Logarithmen im Fundamentalsatz zur glei-
chen Basis zu wéhlen, auch die in der Transinformation I(X1,Y7) zur Be-
stimmung der Kanalkapazitéit C auftretenden. Es erweist sich als bequem,
Logarithmen zur Basis m zu verwenden. Die Bedingung log My/N < R
kann dann dquivalent umgeformt werden in My < m™? < m?, da R <
C < 1. m" ist die Anzahl aller moglichen Worter der Linge N iiber
X = {z1,...,2,}. Der Kanal iibertriigt also hochstens mN¢ Kodewdrter
mit kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit bei groflen N. Wie diese Kodeworter
zu wihlen sind, ist wegen obiger Bemerkungen nicht klar.

Alle Kanaleigenschaften und die M#chtigkeiten der verwendeten Alphabete
gehen in einer einzigen Konstanten ein, ndmlich der Kanalkapazitét C. Die
Konstante A kann gew&hlt werden als A = G*(R) = max, maxq{G(p,q) —
pR}. Am Beweis sieht man, daf bereits A = max,{G(p, q*) — pR} ausreicht.
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Die Anwendung und Interpretation von Satz 5.6 erfolgt wie in Beispiel 5.3.
Die Quelle benutze ein Alphabet der Méchtigkeit k. Werden dann Blocke
der Linge L < NR/log,, k mit My = |m~f| Kodewdrtern der Lénge N
kodiert, so existieren Kodes mit exponentiell fallender maximaler Fehler-
wahrscheinlichkeit é. Zeitsynchrones Ubertragen ist moglich, wenn der Ka-
nal ein Symbol pro Zeiteinheit iibertragt und die Quelle in N Zeiteinheiten
hochstens |[m™N#| verschiedene Waérter produzieren kann.

Der Fundamentalsatz 5.6 kann nicht verschérft werden in folgendem Sinn.
Gilt R > O, so existiert keine Folge von Kodes mit |m"#| Kodewdrtern
der Liange N und der Eigenschaft é(Cy) — 0 (N — o0), egal welche
Dekodierregel eingesetzt wird. Diese Aussage wird im n#chsten Abschnitt
behandelt.

Bezeichnet Xy die Kanaleingabe und Vy die Ausgabe des Kanaldekodie-
rers, so tritt ein Fehler auf, wenn Xy # Vj. Die zugehorige Fehlerwahr-
scheinlichkeit P(Xxy # Vi) entspricht der Fehlerwahrscheinlichkeit (5.7),
die explizit die Dekodierregel und den Kode C einbezieht. Es gilt namlich

M
e(C) =Y P(Yn ¢ R;(C) | Xn = ¢;) P(Xn = ¢;)
=1

=
M

— ZP(VN #cj, XNy =cj) = P(Vv # Xn).
j=1

Diese Fehlerwahrscheinlichkeit 148t sich allgemein fiir beliebige diskrete Zu-
fallsvariable U und V ohne ein spezielles Kanal- oder Kodiermodell formu-
lieren. In der folgenden Fano-Ungleichung wird die bedingte Entropie mit
ihrer Hilfe abgeschétzt.

Lemma 5.7 (Fano-Ungleichung)
Seien U,V diskrete Zufallsvariablen mit Tréger {ci,...,ep}, M > 2, und

pe=PU#V)= > PU=u,V =v).

w,ve{ct,...,crr }, uFv

Dann gilt HU | V') < H(pe,1 — pe) + pelog(M — 1), wobei H(pe,1 — pe)
die Entropie des stochastischen Vektors (p.,1 — p.) € Py bezeichnet.
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Beweis. Es gilt

1
PU |
HUTV) = ;} =V = TV =)

1
P — = 1 .
+Zu: (U =u,V =u) OgP(U:u]V:u)

Mit den Identitiaten

pe log(M Z log(M PU =u,V =) und
u#v
H(pea 1- pe) = —pelogpe — (1 - pe) log(l - pe)

folgt
H(U | V) _pelog(M - 1) - H(pe,l _pe)
De

:%P(U:u,vzv) 10gp(U:u]V:v)(M—1)

1_pe
N PU =u,V = u)l
2 PU=uV=uwls gm0

Sloge<ZP(U:“’V:”)<(M_1)P(Ife=u|V=v) )
+ZP(UZU’VZU><P(U:;\Z?€/:U) _1>>

:loge<Mpi1ZP(V:'U)—ZP(U:u,V:U)

U#vV U#vV
+1=p)Y P(V=u)-> PU=uV = u)>

:loge (pe_pe+(1_pe)_(1_pe)) =0.

Dies zeigt die Behauptung. "
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5.4 Kaskadenkanile und Umkehrung des
Fundamentalsatzes

Stimmt das Ausgabealphabet eines diskreten gedéchtnislosen Kanals mit
dem Eingabealphabet eines zweiten iiberein, kénnen die beiden Kanile zu
einem Kaskadenkanal hintereinandergeschaltet werden. Es ergibt sich das
folgende Bild.

DMC1 DMC2

PP (zely;)

Xy

p(l)(?/jm)

Die einzelnen diskreten gedéchtnislosen Kanile werden mit DMC1 und
DMC2 bezeichnet, die spezifizierenden GréBen sind in der folgenden Uber-
sicht zusammengefaflt.

DMC1: Eingabealphabet X = {z1,..., 2y}
Ausgabealphabet Y = {y1,...,yq4}
Kanalmatrix v = (p(l)(yj|mi))1<l.<m’ 1<j<d

DMC2: Eingabealphabet Y = {y1,...,yq}
Ausgabealphabet Z = {z1,...,2;}

Kanalmatrix I® = (p(z)(zﬂyj))KKd’ L<t<k

Die Ausgabe von DMCI1 ist also die Eingabe in DMC2. Es wird angenom-
men, daf} die Verteilung der Ausgabe von DMC2 nur von der Eingabe in
DMC2 (der Ausgabe von DMC1) abhéingt, nicht aber von der Eingabe in
DMCI1. Dieses Verhalten wird durch die folgende Definition beschrieben.

Definition 5.9 (Kaskadenkanal)

Eine Folge von Zufallsvariablen {(X,,, Z,) }nen heit diskreter gedédchtnislo-
ser Kaskadenkanal (kurz: Kaskaden-DMC), wenn eine Folge von Zufallsva-
riablen {Y), },en existiert, mit

a) {(Xn,Yn)}nen ist ein DMC mit Kanalmatrix IT®W und Alphabeten X, ),



116 5 Diskrete gedéchtnislose Kanéle

b) {(Yn, Zn)}nen ist ein DMC mit Kanalmatrix IT®) und Alphabeten Y, Z,

c) firalle NeN, ay € XN, by € YV, ex € ZY mit P(Xy = an, Yy =
by) > 0 gilt

P(ZN = CN | YN = bN,XN :G,N) :P(ZN = CN | YN = bN).

Zn und X sind bei einem Kaskadenkanal also bedingt stochastisch un-
abhingig, gegeben Yy.
Es ist noch zu klidren, ob ein Kaskaden-DMC wirklich ged&chtnislos ist.

Insbesondere interessiert dann die Gestalt der gemeinsamen Kanalmatrix

IT1.

Lemma 5.8 {(X,, Z,)}nen sei ein Kaskaden-DMC. Fiir alle Worter ay =
(a1,...,ay) € XN, en = (c1,...,cn) € ZN gilt dann

N
P(Zy =cn | Xy =ay) =][[P(Z1 = ¢ | X1 = a).
i=1

Fiir die Kanalmatrix IT des Gesamtkanals gilt also IT = IT(") . IT?) | bzw.
elementweise p(z¢lx;) = Z;l:lp(l)(yj]xi) -p(2)(zdyj), 1 =1,...,m, £ =
1,...,k.

Beweis. Fiir ay € XV, ey € ZY berechnen sich die Ubertragungswahr-
scheinlichkeiten zu

P(ZN = CN ’ XN :aN)
_ Z P(Xy =an, YN =bn,Zy =cN)
P(XN :aN)

byeyN
P(XN = aN,YN = bN)
P(XN = aN,YN = bN)
= Y P(Zy=cy|Xy=ay,Yy=by)
byeyN

P(YN = bN ’ XN = aN)
N
= > J[P@=c|yi=b)PM1=0b]|X =a)
bi,....bN€Y i=1
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N
=l D Pz =ci | Yi=b)P(Y1 =b| X1 = a;) (5.16)
i=1 be)y

N Zl—cl,Yl—le—al)
_UZ P(X1 = a;)

Zl = Cz‘Xl = az)

II£2 |

Die dritte Gleichheit folgt hierbei aus (iii) in Definition 5.9 und die vierte,
da {(Xy, Yn) bnen und {(Ya, Z,) }nen beides diskrete gedichtnislose Kanéle
sind.

Die Produktdarstellung der Kanalmatrix IT folgt aus (5.16) mit N =1. =

Satz 5.7 (Data Processing Theorem)
Sei {(Xn, Zn) }nen ein Kaskaden-DMC. Dann gilt:

a) I((Xn,Zn)| Yn) =0,
b) I(Xn, Zy) <min {I(Xy,Yn),I(Yn,ZN)}.
Beweis. a) Zy und Xy sind bedingt stochastisch unabhéngig, gegeben

Yy, und daher ist H(ZN | (XN,YN)) = H(Zy | Yn). Mit Lemma 3.2 b)
folgt die Behauptung a) aus

I((XN,ZNn) | YN) =H(ZN | YN) — H(Zn | (XN, YN)) = 0.
b) Nach Satz 3.1 ¢) gilt H(Zx | (Xn,Yn)) < H(Zn | Xy). Dies zeigt, daf

I(Yy,Zy) = H(Zy) — H(Zy | Yv)
H(Zy) - H(Zx | (Xy, Yy))
H(Zy) - H(Zn | Xn) = (XN, Zy).

v

Mit a) und obigem folgt weiterhin

[(Xy, (Y, Zy))
= H(Xy) — H(Xy | (Yv,2Zy)) — H(Xy | Yy) + H(Xy | Yy)
= I(XN,YN) + I((XN, ZN)‘YN) = I(XN,YN)
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und voéllig analog

I(XN,(YN,ZN))
= H(Xn) - H((Xn | (YN, ZN)) — H(Xn | Zn) + H(XN | Zn)
:I(XN,ZN)—I—[((XN,YN) ‘ ZN)

Insgesamt erhalten wir
I(XN,YN) =I(XN, ZN) + (XN, YN) | ZN) > I(XN, ZN).

Beide Ungleichungen zusammen verifizieren b). "

Aussage b) von Satz 5.7 kann wie folgt interpretiert werden. Beim Hinter-
einanderschalten von zwei DMCs ist die gesamte Transinformation kleiner
als jede der beiden einzelnen Transinformationen. Verlorene Aquivokation
kann also nicht wiederhergestellt werden.

Man beachte, dafl im Beweis von Satz 5.7 lediglich Bedingung c¢) aus De-
finition 5.9 verwendet wurde. Die Aussagen des Data Processing Theo-
rems gelten also allgemein fiir endlich diskrete Zufallsvariable X, Y, Z mit
PAXY) — pZIY  fiir die also X und Z bedingt stochastisch unabhingig
sind, gegeben Y.

Korollar 5.1 {(X,, Z,)}nen sei ein Kaskaden-DMC. C; bezeichne die Ka-
pazitiit der Teilkanéle mit Ubertragungswahrscheinlichkeiten p®(-|-), i =
1,2, und C die Gesamtkapazitit. Dann gilt C' < min{Cy,Cs}.

Beweis. Da nach Satz 5.7 fiir alle Verteilungen p € P,, von X1, die zu
I(Xy, Zy) fithren,

I(Xl,Zl) S I(Xl,Yl) S max I(Xl,Yl) == Cl und

q€Pm, X1~q
I(Xl,Zl)SI(Yl,Zl) S max I(H,Zl):CQ
q€Pq4, Y1~q
gilt, folgt C' = maxpep,,, x,~p L (X1, Z1) < min{Cy, Ca}. "

Das folgende Bild gibt nun eine detaillierte Darstellung der Ubertragung
in einem gestorten Kanal. Es werden Blocke des Ausgabestroms des Quel-
lenkodierers mit den Kodewortern Cy = {e1,...,emy} C X N kodiert und
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iibertragen. Auf der Ausgabeseite des Kanals wird die Kanaldekodierung
mit Hilfe einer Funktion hy wie in (5.3) dargestellt. Mit dem Index N wird
die Abhéngigkeit von N betont. Mit wachsendem N steigt im allgemeinen
auch die Anzahl der verwendeten Kodeworter. Weiterhin wird im folgenden
angenommen, dafl Eingabe und Ausgabealphabet des Kanals iibereinstim-
men.

Quelle Ziel
Kanalkodierer Kanaldekodierer
mit Ausgabe DMC
Quellen— { eary} Zn = hy(¥n) || Deko-
kodierer b OMy eCn dierer
—cycxV | pn(bylan)
- (z.B. ML-
Dekodierer)

Ausgabeblocke des

Quellenkodierers

Typischerweise hat der Quellenkodierer eine Datenkompression vorgenom-
men, die zumindest approximativ auf der Menge der Ausgabeblocke be-
stimmter Liange eine Gleichverteilung liefert. Es ist daher verniinftig, fiir die
Eingabevariable Xy des Kanals eine Gleichverteilung auf C anzunehmen,
dh. P(Xy = ¢j) = 1/My fur alle j = 1,..., My. Dieser Fall ist fiir die
Fehlerwahrscheinlichkeit auch der ungiinstigste, wie in Lemma 5.9 gezeigt
wird.

Zy = hn(Yn) € Cy bezeichnet die Ausgabe des Kanals nach der Kanal-
dekodierung bei Verwendung der Dekodierregel hy : YN — Cy. Fiir die
Fehlerwahrscheinlichkeiten (5.6), (5.7) und (5.8) gilt

Mn

_ 1 A

e(Cn) = M Y "e(Cw) < é(Cw) = | hax e;(Cn),
Jj=1 T

wobei €;(Cy) = P(Zny # ¢j | XN = ¢;), j = 1,..., My, die Wahrschein-
lichkeit fiir Fehldekodierung ist, wenn ¢; gesendet wurde.
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Satz 5.8 (Schwache Umkehrung des Fundamentalsatzes)

{(Xn,Y,) }nen sei ein diskreter gedéchtnisloser Kanal mit Kapazitédt C' und
R > C. Cy sei eine Folge von Kodes mit My Kodewdrtern der Lidnge N,
My > mNE und Xy sei gleichverteilt auf Cy fiir alle N € N. Dann gilt

liminfe(Cy) > 0.

N—oo

Beweis. Sei R = C' + ¢ fiir ein € > 0. Fiir die Funktion Ay gilt
ZN = hN(YN) mit hN(bN) = ¢y, falls by € Rj, _] = 1, c ,MN.

R sind hierbei die Elemente der zur verwendeten Dekodierregel gehérenden
Partition. Xy und Zy sind offensichtlich bedingt stochastisch unabhéngig,
gegeben Yy. Da Xy auf Cy gleichverteilt ist, folgt mit den Sétzen 5.1 und
5.7Db)
NC>1(Xn,YNn) > (XN, ZN)
= H(XN) — H(XN | ZN) = log(MN) — H(XN | ZN).

Wegen Lemma 5.7 (Fano-Ungleichung) gilt
H(XN | ZN) < H(pe,1 — pe) + pelog(My — 1)
< log 2 + plog M,

wobei p. = P(Xy # Zy). Durch Zusammensetzen der beiden Ungleichun-
gen folgt

log My SNC—{—H(XN | ZN) < NC +log2+ pelog My.

Auflésen nach p, liefert

NC + log 2 > 1 NC +log?2

—_— 1-— .
log My — N(C +¢) T (N—oo) C—|—€>0

Pe > 1

SchlieBlich gilt wegen der Gleichverteilung von X
Pe=P(Xn#2Zy)=) > P(Zy=c;, Xy =c;)
Y,
=Y P(Xy=¢)Y PZy=c;|Xn=c)
i i
1
=> P2y #ei| X =) =eCw),
P N
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woraus die Behauptung folgt. "
Werden also fiir ein ¢ > 0 mehr als m"(©+¢) Kodewdérter zur Ubertragung
im Kanal verwendet, so bleibt fiir beliebig grofle N immer noch eine positive
mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit e.

Unter der Annahme, dafl der Kanal ein Symbol pro Zeiteinheit iibertréigt,
hat Satz 5.8 in zeitbezogenen Einheiten folgende Interpretation. Der Quel-
lenkodierer produziere 7o Symbole pro Zeiteinheit aus einem Alphabet der
Maichtigkeit k. Gilt fiir ein € > 0, dafl die Anzahl der kodierten Worter der
Quelle nach N Zeiteinheiten k7@ grofer als m!Y (©+e) d.h. TQ > 1ng+Ek7 SO
bleibt fiir alle N € N eine positive mittlere Fehlerwahrscheinlichkeig: egal
welche Dekodierregel verwendet wird, vorausgesetzt jedes kodierte Quell-
wort tritt mit derselben Wahrscheinlichkeit auf. Im Fall m = k reduziert

sich die obige Ungleichung auf 7g > C +¢.

Man vergleiche dies mit der Aussage des Shannonschen Fundamentalsatzes.
Gilt fiir ein ¢ > 0, daB k7@ < mN(C-9) dh. T < h%;s, so existiert
fiir geniigend grofie IV ein Kode mit beliebig kleiner maximaler Fehlerwahr-

scheinlichkeit, unabhingig von der Eingabeverteilung PX~ .

Wolfowitz [37] hat 1961 gezeigt, dafl unter den Voraussetzungen von Satz 5.8
die stéirkere Aussage limy_, €(Cy) — 1 gilt. Der hier bewiesene Satz 5.8
wird deshalb als “schwache” Umkehrung des Fundamentalsatzes bezeichnet.

Zum Abschlufl des Kapitels wird noch gezeigt, daf eine Gleichverteilung auf
Cy die ungiinstigste Inputverteilung fiir die Wahrscheinlichkeit einer Fehl-
dekodierung ist. Diese hingt bei fester Kodewortmenge Cnx = {c1,...,cup}
von der Inputverteilung p = (p1,...,pnm) € Payr ab, was durch die Notation

M

e(p) =) pje; = P(Zy # Xn)
j=1

ausgedriickt wird, wobei e; = €;(Cn) in (5.4) definiert ist. Der stochastische
Vektor, der aus p durch eine Permutation o der Komponenten entsteht,
wird mit

Do = (p0'(1)7"‘ 7pO'(M)) € PM

notiert. Zur Abkiirzung bezeichne p = (1/M,...,1/M) die Gleichverteilung
auf Cp. Zu jeder Inputverteilung findet man nun eine Permutation der Ko-
deworter, derart dafl die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehldekodierung kleiner
ist als bei einer Gleichverteilung als Inputverteilung.
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Lemma 5.9 Fiir alle p € Py existiert eine Permuatation o mit e(p,) <

e(Pp)-

Beweis. Fiir alle p € Py gilt

mme (ps) mmZPo N mmZp] €o(j)

1
<< s ij €a(j) Zwm Z €o(j)

o j=1

Moo
:Z]M'(M 1)2 Ze,—e

Man beachte, dal min, e(p,) fiir jede Permutation o angenommen wird, bei
der die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir eine Fehldekodierung ey, ..., eas
und die Komponenten der Inputverteilung p, gegenliufig geordnet sind,
etwa e; > --- > ejy und Po(1) < 0 < Po(M)-

5.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 5.1 Zeigen Sie, dafl die in Definition 5.6 eingefithrte Hamming-Distanz
eine Metrik auf YV ist

Aufgabe 5.2 {(X,,Y,)}ren sei eine Folge von endlich diskreten Zufallsvariablen
jeweils mit Triger X X V. Es bezeichne p(ylz) = P(Y1 =y | X1 =x),z € X, y € ).
Zeigen Sie:

Bildet {(X,,Yy)}nen einen diskreten, gedichtnislosen Kanal, d.h.

P(Yo =g Yi = 1 | Xoo = @aveo o, Xy = 21) = [ plyele)

fir allen € N, a1,...,2, € X und y1,...yn, € Y, s0 gilt P(Y,, =y | X,, = 2) =
pylx) fir allen € N, z € X und y € Y.
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Aufgabe 5.3 Ein diskreter, gediichtnisloser Kanal mit den Ubertragungswahr-
scheinlichkeiten p(jlk), j =0,1,...,J =1, k=0,1,..., K — 1, heiit symmetrisch,
wenn fiir alle k = 1,..., K — 1 eine Permutation 73, auf {0,...,J — 1} existiert
mit p(7x(j)|k) = p(j|0) und fiir alle j = 1,...,J — 1 eine Permutation p; auf
{0,..., K — 1} existiert mit p(j | p;(k)) = p(0|k). Zeigen Sie:

Fiir die Kanalkapazitéit C eines symmetrischen Kanals gilt

J—1
C =logJ+ > p(jl0) - log p(4]0).

Jj=0

Aufgabe 5.4 IT;, i = 1,2, seien K; x J;— Matrizen aus Ubertragungswahrschein-
lichkeiten von zwei diskreten, gedéchtnislosen Kanélen mit Kapazitit Cq bzw. Cs.
Man betrachte den Summenkanal aus beiden Kanilen, das ist der diskrete, gedécht-
nislose Kanal, der durch die (K + K3) x (J1 + J2)—Matrix

(I, 0
n= (% )

von Ubertragungswahrscheinlichkeiten mit entsprechend zusammengesetzten Al-
phabeten bestimmt wird. Zeigen Sie:
Fiir die Kapazitdt C' des Summenkanals gilt

C =log(a® + a“?),

wobei alle auftretenden Logarithmen zur Basis a > 1 gebildet werden.

Aufgabe 5.5 Die Matrix IT = (p(j|k:))kj:12 = (156 155)’ 0<e<1/2,

beschreibe einen diskreten, gedédchtnislosen Kanal mit bindrem Ein- und Ausgabe-
alphabet X = )Y = {0,1}. Bestimmen Sie fir N = 3 eine Maximum-Likelihood-
Dekodierung fiir die Wérter (0,0,0), (0,1,0), (1,1,1).

Aufgabe 5.6 Es seien zwei diskrete, gedichtnislose Kanile K7 und K mit den
Kapazitdten C7 und Cy gegeben. Der Produktkanal K aus beiden Kanélen ist der
diskrete, geddchtnislose Kanal, dessen In- und Outputs geordnete Paare (;, 7))
und (yx,yy) sind, wobei die erste Koordinate zum entsprechenden Alphabet von
K3 und die zweite Koordinate zum Alphabet von Ky gehort. Die Kanalmatrix des
Produktkanals wird dann durch

p((yks yo)l (i, ) = plyrle:) p(yplay)

festgelegt. Zeigen Sie:
Fiir die Kapazitdt C des Produktkanals K gilt C = Cy + Cs.
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Aufgabe 5.7 Gegeben sei ein diskreter, gedédchtnisloser Kanal mit Eingabe X,
Ausgabe Y und Ubertragungswahrscheinlichkeiten p(jlk), k = 0,1,..., K —1, j =
0,1,...,J — 1. Px = {(q0,---,9x-1) | g >0, Zngol qr = 1} bezeichne die Menge
aller Eingabeverteilungen. Zeigen Sie:

Die Transinformation I(X,Y) : Px — R, definiert durch

I(X,Y) = axpl(ilk) log %’
7,k

ist eine auf Pg konkave Funktion.

Aufgabe 5.8 Welche Kapazitéiten besitzen die durch die folgenden Kanalmatrizen
beschriebenen diskreten, gedédchtnislosen Kanile 7

(D

D= W=
D= W=
W= o=

cae caf cae caf cae caf cae caf
caf cae caf cae caf cae caf cae
cbe cbf cbe cbf ¢be ¢bf ¢be ¢ebf
I — cbf cbe cbf cbhe cbf cbe E_l;f ?56
dae daf dae daf dae daf dae daf
daf dae daf dae daf dae daf dae
dbe dbf dbe dbf dbe dbf dbe dbf
dbf dbe dbf dbe dbf dbe dbf dbe

mit a,b,c,d, e, f € (0,1) mite+f =1, a #b, c #dunda = 1—a, b=1-b, é=1-—c
sowied =1 —d.

Aufgabe 5.9 Gegeben sei ein DMC mit Eingabealphabet X = {z1,..., 2}, Aus-
gabealphabet V = {y1,...,y4}, d > 2, und Kanalmatrix

II = (pl(yj|zi))1gigm,1§jﬁd'

Es sei (C4,...,Cu) ein (M, N)-Zufallskode, C; = (Cj1, . .., Cjn) mit stochastisch
unabhéngigen, identisch verteilten Cj¢, 7 =1,...,M, £ =1,..., N. Die Verteilung
von Cj¢ werde durch den stochastischen Vektor ¢ = (q1, ..., ¢m) € P beschrieben.
Es wird eine ML-Dekodierung unter der (irrtiimlichen) Annahme, daf die Kanal-

matrix IT* = (¢ (yj|xi))1<i<m 1< j<q Vorliegt, benutzt. Zeigen Sie:



5.5 Ubungsaufgaben 125

a) Firalleje{l,...,M}undalle 0 < p <1 gilt

E(ej(Cl,...,CM))
< (M —1)° Z Z p(ClzaN)M).

byeYN tanyexnN qN(bN|aN)m

< Z P(ClcN)QN(bN|CN)1i_")p.

cNeXN
b) Gibt es Konstanten K1, Kz > 0, so daf} fiir alle ay € XN und alle by € YN
Kipn(bylan) < gnv(bylan) < Kopn(bylan)
gilt, so existiert eine (nur von K7 und K5 abhéingende) Konstante K mit
E(e;(C1,...,Cn)) < Kexp{—N(G(p,q) — pR)},
wobei G(p, q) und R wie in (5.12) definiert sind.

¢) Bestimmen Sie in der Situation von b) eine geeignete Konstante K.

Aufgabe 5.10 Gegeben sei ein bindrer symmetrischer Kanal mit Fehlerwahr-
scheinlichkeit . Zeichnen Sie die maximale Datenrate einer binédren Quelle, bei der
noch zuverlissige Ubertragung moglich ist, als Funktion von . Wie verhilt sich die
Datenrate, wenn die Ubertragungswahrscheinlichkeiten p(0[1) = 1p(1(0) erfiillen?



6  Fehlerkorrigierende Kodes

Der Shannonsche Fundamentalsatz sichert die Existenz von Blockkodes mit
kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit, sagt jedoch nichts iiber deren Konstruktion
aus. Die zum Beweis verwendeten Zufallskodes kénnten zwar in der Praxis
simulativ erzeugt werden, haben aber den Nachteil, in der Regel keine Struk-
tur zu besitzen, die eine effiziente Kodierung oder Dekodierung erlaubt. In
diesem Kapitel werden fehlerrobuste Blockkodes konstruiert, die diese Ei-
genschaft besitzen. Ziel ist es, eine Menge von Wortern der Lénge N iiber
einem bestimmten Eingabealphabet derart auszuwéhlen, dafl moglichst viele
bei der Ubertragung entstandene Fehler wieder korrigiert werden kénnen.

Natiirlich kénnen in diesem Kapitel nur einige grundlegende Aspekte der
Kodierungstheorie behandelt werden. Weiterfiithrende Darstellungen finden
sich zum Beispiel in [2], [17] oder [32]. Hier werden lediglich nach einigen all-
gemeinen Untersuchungen zur Hamming-Distanz zwei wichtige Typen von
Kodes ndher beleuchtet, zum einen lineare Kodes als typische Vertreter ei-
nes algebraisch motivierten Zugangs, zum anderen Faltungskodes und der
Viterbi-Algorithmus als Beispiel eines algorithmisch begriindeten Typs.

Im folgenden wird unter den iiblichen Notationen ein Kanal mit identi-
schem Eingabe- und Ausgabealphabet X =) = {z1,...,2,,} betrachtet.
Zugehorige Eingabekodes werden mit C = {c1,...,car} € XN bezeichnet.

6.1 Blockkodes und Hamming-Distanz

Fiir a,b € XN bezeichnet d(a, b) die Hammingdistanz (siche Definition 5.6).
Weiterhin heif3t

d(C) = _min  d(cic;)

minimaler Abstand des Kodes C. Mit

S.(c;) ={a € XN | d(a,c;) < e}
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wird die Kugel mit Radius e € N und Mittelpunkt ¢; beziiglich der Metrik
d bezeichnet.

Satz 6.1 C = {c1,...,ca} sei ein Kode mit d(C) = d. Dann werden bei
MD-Dekodierung bis zu | 1(d — 1)] Fehler korrigiert.

Beweis. Sei e = |1(d — 1)|. Dann gilt Sc(c;) N Se(e;) = 0 fiir alle
¢; # ¢; € C. Denn angenommen, es existieren Indizes i,j und a € X N
mit a € Sc(c;) N Se(cj). Dann wire d(¢;,a) < e und d(c¢;,a) < e, woraus
d(ci, cj) < d(ej,a) +d(cj,a) < 2e =2|1(d—1)] < d—1 folgen wiirde. Dies
ist ein Widerspruch zu d(C) = d.

Ry,..., Ry sei eine MD-Dekodierung. Es gilt Sc(¢;) C R; fiir alle i =
1,..., M. Dies zeigt die Behauptung. ]

Ein Kode C = {c1,...,ep} € XN mit d(C) = d heifit (N, M, d)-Kode. Man
beachte, dafl M und d sich bei festem N gegenldufig verhalten, d.h. grofie
M fiihren zu kleinen d und umgekehrt. Mit

Ap(N,d) =max {M € N| es existiert ein (N, M,d)-Kode}

wird die maximale Anzahl von Kodewértern aus X'V bezeichnet, die paar-
weise den Mindestabstand d haben. Offensichtlich gilt A,,(N,1) = m" =
XN,

Im allgemeinen ist die Bestimmung von A,, (N, d) ein schwieriges Problem.
Zum Beispiel ist lediglich bekannt, dafl 72 < A5(10,3) < 79 oder 144 <
As(11,3) < 158.

Eine untere Schranke fiir A»(3,2) ist 4, denn wie man leicht nachpriift ist
die Menge {(0,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} ein (3,4,2)-Kode. Allgemeine
Schranken fiir A,, (N, d) konnen aus den im folgenden Satz angegebenen Un-
gleichungen durch Auflésen nach A, (N, d) hergeleitet werden. Die durch die
linke Ungleichung induzierte Schranke heifit Hamming-Schranke, die rechte
Gilbert-Varshamov-Schranke.

Satz 6.2 (Hamming- und Gilbert-Varshamov-Schranke)
Sei d = 2e + 1, e € N. Dann gilt

An.) 3 (V) m =1y < m? < INETDS (7)o

1=0 i=0
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Beweis. Zum Beweis der linken Ungleichung sei C = {e¢1, ..., ey} ein Kode
mit d(C) = 2e + 1. Dann sind S¢(c1), ..., Se(cnr) paarweise disjunkt und es
gilt

e

|Se(cj)| = Z <N> (m —1)" fiir alle j = 1,..., M.
i

1=0

Folglich ist

‘ LAj Se(cj)‘ = Mi <]j>(m— 1) <m?
j=1 i=0

fiir alle C mit d(C) = 2e + 1. Dies zeigt A,,(N,d) Y ;i (]Z[) (m—1)F <m¥
und damit die linke Ungleichung.

Zum Beweis der rechten Ungleichung sei C ein (N, M, d)-Kode mit maxima-
ler Anzahl von Kodewortern M = A,,(N,d). Dann existiert kein a € X N so,
daB d(a,c;) > d fiir alle i € {1,..., M} gilt, d.h. fiir alle a € X existiert
einie {l,..., M} mit d(a,c;) < d— 1. Es folgt

mN < ‘ LAj Su_1(e5)| < Am(N, d) di <N> (m — 1)1,
=1

- 1
=0

Ein giinstiger Fall liegt vor, wenn die gesamte Wortmenge XV mit dis-
junkten Kugeln gleichen Radius’ ¢ beziiglich der Metrik d(-, ) ausgeschopft
werden kann. Die zugehorigen Mittelpunkte bilden dann einen Kode mit
Minimaldistanz 2t + 1, und die Kugeln bestimmen gleichzeitig die Partition
eine MD-Dekodierung. Solche Kodes heiflien perfekt.

Definition 6.1 (perfekter Kode)
Ein Kode C = {cy,...,cp} € XN heiBt perfekt, wenn ein t > 0 existiert,
so daB Sy(c1),...,Si(cyr) eine Partition von X bildet.

Ein kartesisches Produkt mit Kugeln auszuschopfen, ist unter der iiblichen
FEuklidischen Metrik unserer Raumvorstellung nicht moglich. Man beach-
te, dafl Hilfsvorstellungen zur Hamming-Distanz auf der Basis von zweidi-
mensionalen Zeichnungen nicht in allen Punkten mit den entsprechenden
mathematischen Eigenschaften iibereinstimmen.

Aus den bisherigen Untersuchungen lassen sich die nachstehenden Eigen-
schaften folgern.
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Lemma 6.1

a) Perfekte Kodes korrigieren bis zu t Fehler pro Wort, nicht aber t + 1
Fehler.

b) Fiir perfekte (N, M,d)-Kodes ist d notwendig ungerade.

¢) Ein (N, M,d)-Kode ist perfekt genau dann, wenn
d—1)/2 i
My % (M) (m — 1) = m".

Beweis. a) ist eine direkte Konsequenz aus Satz 6.1.

b) C ={e1,...,cup} sei ein perfekter (N, M, d)-Kode mit umgebenden Ku-
geln Si(e1),...,Si(enr). Seien 4,5 € N so, daB d(c;, ¢;) = miny,, d(cy, ¢y).
Angenommen d(c;, ¢j) = 2k ist gerade. Dann unterscheiden sich ¢; und c;
an genau 2k Stellen, etwa bei den Indizes ¢4, ..., ;. Setze a,, = Cim, falls
m # 01, ..., 0, und an, = Cjm, sonst. Das so konstruierte a = (a,...,an)
erfilllt @ € Si(c;) N Sk(cj), so daBB t < k gilt. Da C perfekt ist, existiert ¢,
mit a € Si(¢y), d.h. d(a,cp) < k. Insgesamt folgt nun d(c¢;, ¢/) < d(¢;,a) +
d(a,cy) < 2k, im Widerspruch zu d(c;, ¢;) = 2k.

c) ergibt sich durch Anzahliiberlegungen wie im Beweis von Satz 6.2. "

Die Dekodierung von (N, M, d)-Kodes ist im allgemeinen sehr aufwendig.
Da iiber den Abstandsbegriff hinaus keine weitere Struktur vorliegt, muf
im wesentlichen in einer grolen Tabelle die entsprechende Dekodierung ab-
gefragt werden. Fiir eine spezielle Klasse von Kodes kann dieses Problem
leichter gelost werden, fiir lineare Kodes némlich.

6.2 Lineare Kodes

In diesem Abschnitt wird allgemein vorausgesetzt, daf§ das Alphabet X =

{z1,..., %y} mit den Operationen ‘4’ und ‘-’ einen Koérper bildet. Im Fall,
daBl m = p eine Primzahl ist, kann X mit den Zahlen {0,...,m — 1} iden-
tifiziert werden; ‘4+’ und ‘-’ werden dann durch die modulo-p-Arithmetik

realisiert. Ist m = p’ eine Primzahlpotenz, existieren Operationen ‘+’ und
‘.7 die X zu einem endlichen Koérper machen. Konstruktiv kann man die-
sen Korper mit Hilfe von Polynomrestklassen beziiglich eines irreduziblen
Polynoms bestimmen (s. Anhang).
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Beispiel 6.1 Unter den durch die folgenden Tabellen definierten Operatio-
nen ist X = {xg, 1, 72,73} ein Kérper (m = 4 = 22).

+ | %0 1 T2 3 | To T1 X2 T3
o | o X1 X2 X3 Zo | o Lo Lo Lo
I I i) Tr3 T2 il i) I X9 T3
T2 I I3 Trog X1 i) i) T2 I3 I
r3 | 3 T2 T1 Xo r3 | To T3 T1 T2

xo spielt die Rolle des Nullelements in der additiven Gruppe, und z; ist das
Einselement in der entsprechenden multiplikativen Gruppe ohne x. n

Bildet X unter ‘+’ und ‘-’ einen endlichen Korper, so ist X = Viy(m) ein
Vektorraum der Dimension N iiber X. Seine Elemente werden dargestellt
als Zeilenvektoren iiber X

Vn(m)={a=(a1,...,an) | a1,...,an € X}.

Alle nachfolgend durchgefiihrten arithmetischen Operationen werden be-
ziiglich der entsprechenden Koérperarithmetik bzw. Vektorraumarithmetik
durchgefiihrt.

Definition 6.2 (linearer Kode)
C C Vn(m) heifit linearer Kode, wenn C ein k-dimensionaler Unterraum in

Vi (m) ist. Bezeichnung: [N, k|-Kode bzw. [N, k,d]-Kode, falls d = d(C).

Ist F ein k-dimensionaler Unterraum in Vi (m), so gilt bekanntlich |F| = m*.
Folglich ist jeder [N, k, d]-Kode C ein (N, m*, d)-Kode.

Definition 6.3 (Generatormatrix)

Eine (k x N)-Matrix G heifit Generatormatrix des [N, k|]-Kodes C, wenn die
Zeilen von G linear unabhéngige Vektoren in C sind, also den Unterraum C
aufspannen.

Durch elementare Zeilenumformungen und Permutation der Spalten kann
jede Generatormatrix in die folgende Standardform transformiert werden.

G = (I, A), wobei A eine (k x (N — k))-Matrix ist.
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Elementare Zeilenumformungen lassen sich durch Linksmultiplikation mit
einer reguléren (k x k)-Matrix T und Spaltenvertauschungen durch Rechts-
multiplikation mit einer Permutationsmatrix IT beschreiben. G sei nun die
Generatormatrix eines linearen Kodes Cy und

G = (I, A) = TGoIT (6.1)

die zugehorige Generatormatrix in Standardform. Mit Hilfe dieser Darstel-
lung sieht man, dafl der zu G gehorige Kode C ein linearer Kode ist, dessen
Worter durch Permutation der Komponenten der Worter von Cy entstehen.
Die Kodes C und Cy heiflen dann dquivalent.

Fiir @ = (a1, ...,ay) bezeichne w(a) die Anzahl der von Null verschiedenen
Komponenten.
w(a) = Hai | a; # 0}| = d(a,0) (6.2)

heifit Gewicht von a.

Satz 6.3 C sei ein linearer [N, k,d|-Kode. Dann gilt

d=d(C) = min{w(e) | c € C,c # 0}.

Beweis. Seien a,b € C mit d(a,b) = d = d(C). Da C ein linearer Unterraum
ist, gilt @ — b € C und d(a,b) = d(a — b,0) = w(a — b). Also ist min{w(c) |
ceC,c#0} <d.

Angenommen, min{w(c) | ¢ € C, ¢ # 0} < d. Dann existiert ein z € C,
z # 0 mit w(z) = d(z,0) < d. Dies ist ein Widerspruch, da o € C. .

C sei nun ein [N, k]-Kode mit Generatormatrix G = (I, A). Jedes k-stellige
Wort (a1,...,ax) € X* wird bei linearen Kodes durch

(01, e 7CN) = (al, e ,ak)(Ik,A)

kodiert. Die ((N —k) x N)-Matrix H = (—A’, In_;) heiBt Kontrollmatrix
(englisch: parity check matrix). A’ bezeichnet hierbei die Transponierte der
Matrix A. Die Bedeutung der Kontrollmatrix erklart sich aus folgendem
Zusammenhang.
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Lemma 6.2 Sei ¢ € V(m). Unter obigen Bezeichnungen gilt ¢ € C genau
dann, wenn cH' = o.

Beweis. Ist ¢ = (c1,...,cn) € C, so existiert (s1,...,s;) € Vi(m) mit
der Darstellung (c1,...,cn) = (s1, sg)Ig, A). Es folgt (c1,...,c) =
(s1,...,8%) und (ck+1,.. cN) = (31,.. sp)A = (c1,...,c)A. Die letzte

Gleichung besagt in Matrleorm (c1,... ,CN) (—)A

In_j;, = o0, also cH' = o.

Gilt umgekehrt (cgy1,...,en) = (c1,...,c)A, so folgt die Gleichheit
(Cl, e ,CN) = (01, e ,Ck)(Ik, A), also (Cl, e ,CN) eC. [

Insgesamt gilt fiir einen [N, k]-Kode C mit Generatormatrix G und Kon-
trollmatrix H

C={sG|s={(s1,....s1) € Vis(m)} = {c € Vn(m) | cH' = 0}.

Dies gibt die Moglichkeit, nachzupriifen, ob ein empfangenes Wort b =
(b1, ...,by) ein zuldssiges Kodewort aus C ist. Falls bH' # o gilt, ist bei der
Ubertragung ein Fehler passiert. Andererseits zeigt bH' = o, daB zumindest
ein zuléssiges Kodewort empfangen wurde. Hieraus erklért sich der Name
Kontrollmatrix fir H.

Mit Hilfe der Kontrollmatrix kénnen Aussagen iiber den Minimalabstand
der Kodeworter des zugehorigen linearen Kodes gemacht werden.

Satz 6.4 C C Vi (m) sei ein linearer Kode mit Kontrollmatrix H. Dann
gilt d(C) > d genau dann, wenn je d — 1 Spalten von H linear unabhéngig
sind. Besitzt H zusétzlich d linear abhéngige Spalten, so gilt d(C) = d.

Beweis. (durch Kontraposition) Wenn es d — 1 linear abhingige Spalten
gibt, existiert ¢ € Viy(m) \ {0} mit hochstens d — 1 von Null verschiedenen
Komponenten, derart dafi cH' = 0. Wegen Lemma 6.2 gilt ¢ € C, und mit
Satz 6.3 folgt d(C) < w(c) <d—1.

Gilt umgekehrt 1 < w(e) < d — 1 fiir ein ¢ € C, also mit cH’ = o, so
existieren d—1 linear unabh#ngige Spalten, da o aus hichstens d—1 Spalten
nicht-trivial linear kombiniert werden kann.

Existieren weiterhin d linear abhéingige Spalten, so existiert ¢ € Vy(m) mit
w(e) < d und ¢H' = 0. Dann gilt ¢ € C und d(C) < d, insgesamt also
d(C) = d. .
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Beispiel 6.2 Der binére lineare Kode C mit Generatormatrix

1 0 001 01
01 001 11
G = 001 0110
000 1 011
und Kontrollmatrix
1 1 1 1 0
H=[10 111 0 10
1 1 010 1

heifit (7,4)-Hamming-Kode. Allgemein heifit ein linearer Kode C mit Ko-
dewortern der Linge N = 2% —1 binirer (2F —1,2F — 1 — k)-Hamming-Kode,
wenn die zugehorige Kontrollmatrix H alle von o verschiedenen 2% —1 Vek-
toren aus Vj(2) als Spalten enthélt.

Je 2 Spalten von H sind linear unabhingig, die vierte, sechste und sieb-
te sind jedoch gemeinsam linear abhéngig. Nach Lemma 6.4 hat der Kode
den Minimalabstand d(C) = 3. Wegen Satz 6.1 ist er 1-fehlerkorrigierend. C
enthiilt M = 2% Kodewdérter der Linge 7. Die paarweise disjunkten Kugeln
mit Radius 1 um jedes Kodewort enthalten genau 7 + 1 = 23 Kodewdorter.
Weil 27 = 24 . 23 ist der Kode perfekt (vgl. auch Lemma 6.1 c)). n

Wir kommen nun zur MD-Dekodierung linearer Kodes. Die durch den linea-
ren Unterrraum C definierten Nebenklassen (englisch: cosets) besitzen eine
Darstellung a + C, a € Vy(m). z = a + C heiit Anfiihrer (englisch: coset
leader) der entsprechenden Nebenklasse, wenn das Gewicht w(z) minimal
ist fiir alle Elemente der Nebenklasse.

Lemma 6.3 C sei ein [N, k|-Kode mit Kontrollmatrix H. x,y € Vy(m)
liegen genau dann in derselben Nebenklasse, wenn x H' = yH'.

Beweis. Esgilt ,y € a+C fiir ein a € Viy(m) genau dann, wenn x—y € C,
d.h. mit Lemma 6.2 (x — y)H' = 0. Dies ist dquivalent zu c H' = yH'. =

Fiir jede Nebenklasse a + C ist aH' wegen Lemma 6.3 unabhéingig von der
Wahl des speziellen Reprisentanten. aH’ heifit Syndrom der Nebenklasse
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N—-k

a + C. Im folgenden wird angenommen, dafl fiir alle m verschiedenen

Nebenklassen ihr Syndrom aH' und Anfiihrer z bekannt sind.

MD-Dekodierung fiir ein empfangenes y € Vxy(m) bedeutet, ein Element
¢ € C mit minimaler Hamming-Distanz d(y, ¢) zu bestimmen. Da d(y, ¢) =
d(y —c,0) = w(y —¢), ist ein ¢ € C zu berechnen, fiir das w(y — ¢) minimal
ist. Offensichtlich gilt

{fy—clcelCt={y+c|celC}t=y+C.

Bei MD-Dekodierung ist also min{w(e) | e € y + C} zu bestimmen. Eine
Losung hiervon ist durch den Anfiihrer z der Nebenklasse y + C gegeben.

Dieses Dekodierverfahren wird folgendermafien realisiert. In einer Tabelle
werden die Syndrome und zugehorigen Anfiihrer aller Nebenklassen gespei-
chert. Bekannt ist ferner die Kontrollmatrix H. Wird nun y € Vi (m) emp-
fangen, verfidhrt man in drei Schritten.

1. Berechne yH’. Dies liefert das Syndrom der Restklasse y + C.
2. Bestimme aus der Tabelle zu y H' den Anfiihrer z.
3. Dekodiere y durch c =y — z.

Dann ist ¢ € C ein Element minimalen Abstands zu y € Vy(m).

Beispiel 6.3 Sei m = 2, X = {0,1} und C ein linearer Kode mit Genera-
tormatrix G und Kontrollmatrix H, wobei k =2, N =4,

10 10 1110
G_<0111> und H_<0101>'

Der zugehérige [4, 2]-Kode ist
¢ = {(0000), (1010), (0111), (1101) }.

Syndrome und Anfiihrer sind in folgender Tabelle angegeben.

Syndrom | Anfiihrer
(00) (0000)
(10)
(01)
(11)
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Wird zum Beispiel y = (1111) empfangen, so fithrt yH' = (10) zum
Anfiihrer z = (0010). Dekodiert wird also y durch y — z = (1101).

Das MD-Dekodierverfahren ist allerdings nicht notwendig eindeutig. Alter-
nativ ist (1000) in der zweiten Zeile obiger Tabelle ebenfalls Anfiihrer der
zugehorigen Restklasse. Dies wiirde zur gleichwertigen Dekodierung y — z =
(0111) fihren. .

6.3 Faltungskodes und der Viterbi-Algorithmus

Faltungskodes sind als Verallgemeinerung der linearen Blockkodes entstan-
den. Faltungskodierung ist eine Methode, die nahe am Schaltkreisentwurf
entwickelt werden kann und daher in vielen Féllen effizient implementierbar
ist. Mit dem Viterbi-Algorithmus steht auf der Seite des Kanaldekodierers
ein Verfahren zur Verfiigung, mit dem Faltungskodes auch wieder effizient
dekodiert werden konnen.

Im folgenden wird nur das bindre Alphabet X = {0,1} mit der entspre-
chenden modulo-2-Arithmetik als Kérper GF(2) betrachtet. Faltungskodie-
rer kann man durch ihr Schaltdiagramm aus Schieberegistern und modulo-
2-Addierern beschreiben. Verarbeitet werden k Eingabebits zu einem Aus-
gabeblock der Lénge N durch sogenannte (k, N)-Faltungskodierer.

Beispiel 6.4 In Abbildung 6.1 wird ein (1,3)-Faltungskodierer dargestellt.
Jeweils k& = 1 Eingabebit wird mit der Riickgrifftiefe (englisch: constraint
length) ¥ = 2 zu N = 3 Ausgabebits kodiert. Bei Eingabe eines Bits u;
zur Zeit t € N wird die Ausgabe (a1, agt, ast) erzeugt. Anschliefend wird
der Registerinhalt u;_o durch u;_1 und das Vorgéangerregister mit wu; iiber-
schrieben. Der Kodierer ist dann zur Eingabe des néchsten Bits bereit. &
bedeutet modulo-2-Addition entsprechend der XOR-Verkniipfung.

Zu Beginn des Kodiervorgangs fiir einen Eingabeblock sind alle Registerin-
halte = 0. Zum Ende des Blocks werden die Register durch Eingabe von
Nullen wieder zuriickgesetzt. Kodiert wird zum Beispiel

(10011/00) ~— (111/011]|001|111|100]/010/001).

Die letzten beiden Nullen der Eingabe bewirken das Riicksetzen der Register
und verursachen die letzten beiden Ausgabeblocke. "
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a1t = Ut
0—»@ Aot = Ut + Up_1
Ut Ut—1 Ut—2
@ agt = Ut + Up—1 + Up—2

Abb. 6.1 Das Schaltdiagramm eines (1, 3)-Faltungskodierers.

Beispiel 6.5 In Abbildung 6.2 wird ein (2, 3)-Faltungskodierer der Riick-
grifftiefe v = 1 dargestellt. Die Bits uy¢, uo; werden direkt ausgegeben, as:
spielt die Rolle eines Kontrollbits. "

In obigen Beispielen kann die Wirkungsweise der Faltungskodierer durch
Matrixmultiplikation beschrieben werden, wobei alle Operationen in der
modulo-2-Arithmetik durchgefiithrt werden. Bei Beispiel 6.4 etwa werden
die drei Ausgabebits (a1¢, agt, ast) zur Zeit ¢t bestimmt durch

0 0 1
(a1t azt,a30) = (we—2,u—1,u¢) | 0 1 1], telN (6.3)
1 1 1

Man beachte, dafl hierbei die Anfangsregisterinhalte u_1 = ug = 0 gesetzt
werden. In Beispiel 6.4 entsteht jede Ausgabesequenz durch Rechtsmultipli-
kation mit der Matrix

1 11 0 1 1 0 0 1 o
1 1 1 0 1 1 0 0 1
G = 1 11 0 1 1
o 1 11

entsprechender Dimension, wobei die freigelassenen Eintréige dieser Matrix
alle gleich 0 sind. G heifit Generatormatrix.
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ait = uit
ULt Ul,i—1
a2t = U2t
@ agt = U1y +ur—1 + U241
Ut U2,i—1

Abb. 6.2 Das Schaltdiagramm eines (2, 3)-Faltungskodierers.

Die folgende Darstellung von Faltungskodierern betont den dynamischen
Charakter des Systems und legt eine Représentation durch Zustandiiber-
gangsdiagramme nahe. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im folgen-
den nur der Fall £ =1 betrachtet. Es bedeuten

up € {0,1} das Eingabebit zur Zeit t,
sy € {0,1}¥ den Zustand zur Zeit t,
a; € {0,1}V die Ausgabe zur Zeit t.

Ferner sind
Ac{0, 1}V be {0, 1}V, C e{0,1}"*, de{0,1}"

feste bindre Matrizen bzw. Vektoren.

Das Fortschreiten der internen Zustéinde (der Registerinhalte) und die Aus-
gabe des Faltungskodierers werden beschrieben durch die folgenden Glei-
chungen.

ar = AStfl + uy b (64)
St = CSt,1 + Uy d (65)
In Beispiel 6.4 ergibt sich konkret, t € N,

0 0 1

0 0 1
a; — 1 0 S¢—1 + U 1 s St — S¢—1 + U .
11 1 1 0 0
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Auf der Basis dieser Gleichungen konnen Faltungskodierer durch ihr Zu-
standsédnderungsdiagramm beschrieben werden. Dies ist ein gerichteter
Graph, dessen Knoten die Menge der Registerzustinde reprisentieren. Die
gerichteten Kanten beschreiben den Zustandsiibergang bei Eingabebit wu;
geméf Gleichung (6.5). An den Kanten wird die Eingabe u; und die Ausga-
be a; aus Gleichung (6.5) notiert.

Bei Beispiel 6.4 erhilt man den folgenden Graphen.

0
00,
(e a me
00 011 110 . 01
111

Hiermit 148t sich die Kodierung einzelner Bits genau verfolgen. Ist der Regi-
sterzustand etwa (1,0) (entsprechend dem unteren Knoten) und wird eine 1
eingegeben, so geht der interne Zustand in (1,1) iiber (rechter Knoten) und
es wird der Block (100) ausgegeben.

Unbequem ist dieses Diagramm, wenn man das Verhalten bei ganzen Ein-
gabesequenzen verfolgen will. Man mufl dann in dem Zustandsinderungs-
diagramm umherwandern, Vorgingerzustinde und Ausgaben auf dem Weg
einer bestimmten Kodierung werden jedoch vergessen, wenn sie nicht separat
notiert wurden. Hier hilft die Darstellung mit Hilfe des Trellis-Diagramms
oder Spalierdiagramms.

Dies ist ein gerichteter bipartiter Graph, dessen Knoten die Menge der Regi-
sterzusténde zur Zeit ¢t und t41 darstellen. Die Kanten beschreiben wie beim
Zustandsénderungsdiagramm die internen Zustandsiibergéinge bei Eingabe-
bit u; € {0,1}. An den Kanten werden jeweils die Ausgabeblécke vermerkt.
Fiir den Faltungskodierer aus Beispiel 6.4 ergibt sich der Graph aus Ab-
bildung 6.3. Ein Pfeil nach oben bedeutet Eingabe 0, ein Pfeil nach unten
Eingabe 1. Seinen Namen bezieht das Trellis-Diagramm aus der Form des
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t t+1

(0,0)

(0,1)

(1,0)

(1,1)
Abb. 6.3 Das Trellis-Diagramm zu Beispiel 6.4

resultierenden Graphen, der einem Spalier dhnelt. (Spalier = trellis im Eng-
lischen)

Der zugehorige Kode kann zu einem Kodebaum aufgefaltet werden. Dies
ist ein bindrer Baum mit einer Verzweigung nach oben bei Eingabe 0 und
einer Verzweigung nach unten bei Eingabe 1. An den Kanten sind wie-
der die Ausgabeblocke vermerkt. Fiir obiges Beispiel erhidlt man den in
Abbildung 6.4 dargestellten Baum. Das Eingabewort (10011) wird durch
Verfolgen der entsprechenden Kanten zu der Sequenz (111]/011|001|111]100)
kodiert. MD-Dekodierung in einem Kodebaum ist einfach aber ineffizient.
Auf jeder Stufe berechnet man den Hamming-Abstand des empfangenen
Blocks mit allen Blocken im Kodebaum. An den Knoten werden die aufsum-
mierten Hamming-Distanzen vermerkt. Der in dem Endknoten mit klein-
ster kumulierter Hamming-Distanz endende Weg représentiert das Ergebnis
der MD-Dekodierung. In Abbildung 6.4 ist dies fiir das empfangene Wort
(110/011|101|111|110) durchgefiihrt; dekodiert wird (10011).

Zur Dekodierung von Faltungskodes hat Viterbi 1979 einen effizienten Al-
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o
o
el
~
S

000 o,

000

OctROFHESBEN

BONBdurA@BHEEMI

100

Abb. 6.4 Der bindre Kodebaum zu Beispiel 6.4

gorithmus entworfen. Er basiert auf dem Finden eines kiirzesten Weges in
einem iterierten Trellis-Diagramm und eignet sich daher allgemein fiir Ko-
des, die eine Trellis-Darstellung mit gewichteten Kanten haben.

Den Ausgangspunkt bildet ein binérer diskreter Kanal, bei dem das Wort
b = (b1,...,byr) empfangen wurde. Gesucht wird nun ein zuléssiges Ko-
dewort ¢ = (c1,...,cnz) kleinsten Hamming-Abstands zu b. Diese MD-
Dekodierung ist bei einem bin&dren symmetrischen Kanal sogar dquivalent
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zu ML-Dekodierung, wie Satz 5.3 zeigt. Das Dekodierschema beruht 1.) auf
einer geschickten Darstellung des Kodierers, 2.) auf der Identifikation des
Dekodierungsproblems mit dem Finden eines kiirzesten Wegs, und 3.) einem
effizienten Algorithmus zur Berechnung des kiirzesten Weges. Die einzelnen
Stufen werden im folgenden dargestellt.

1.) Darstellung des Kodierers fiir Nachrichten der Lénge L.

e Die Trellisdiagramme der einstufigen Uberginge zu den Zeiten t =
0,..., L werden konkateniert. Die Knoten des entstehenden gerichteten Gra-
phen werden mit {0,1}" x {0,... L}, den Zustédnden zur Zeit ¢, identifiziert.

e Es werden alle Wege weggelassen, die keinen Ursprung im Startzustand
(0,...,0) zur Zeit t = 0 haben.

e Jede gerichtete Kante wird mit dem Eingabebit u; und dem Ausgabeblock
a; markiert, t =1,..., L.

Fiir den in Beispiel 6.4 eingefiihrten Faltungskodierer entsteht bei Einga-
beblocken der Linge 5 das in Abbildung 6.5 dargestellte Trellis-Diagramm.
Der hierin mit Kreisen markierte Weg entspricht der Bitfolge (10011).

2.) Dekodierung des empfangenen Worts b = (by,...,bnr).

e Jede Kante des L-stufigen Trellis-Diagramms wird mit der Hamming-
Distanz zwischen dem empfangenen Block und dem zugehorigen Ausgabe-
block gewichtet.

e Alle Endknoten werden mit einem imaginéren Knoten E durch gerichtete
Kanten vom Gewicht 0 verbunden.

e Die Aufgabe, ein Kodewort kleinster Hamming-Distanz zu dem empfan-
genen zu bestimmen, besteht in der Bestimmung eines kiirzesten Wegs in
dem oben beschriebenen Graphen (im Sinn eines minimalen kumulierten
Kantengewichts).

3.) Ein Algorithmus zur Bestimmung eines kiirzesten Wegs.

Fir alle t =1,..., L und alle Zusténde s:
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(1,1) o

101 101 101

Abb. 6.5 Das 5-stufige Trellis-Diagramm zu Beispiel 6.4

e Bestimme auf der Stufe ¢ die kumulierte Hamming-Distanz {iber alle ein-
gehenden Wege durch Summation der am Vorgéngerknoten notierten mi-
nimalen kumulierten Hamming-Distanz der Stufe ¢t — 1 mit dem jeweiligen
Kantegewicht.

e Notiere das Minimum der ermittelten kumulierten Kantengewichte am
jeweiligen Knoten.

e Dekodiere auf dem Weg, der fiir ¢ = L minimale kumulierte Hammingdi-
stanz hat.

Dies ist gerade der Algorithmus von Dykstra fiir den speziellen Fall der
Trellis-Diagramme.

In Abbildung 6.6 wird dieses Verfahren fiir den Faltungskodierer aus Bei-
spiel 6.4 dargestellt. Empfangen wurde das Wort b = (110/011|101|111|110),
dekodiert wird (10011). Es ist also anzunehmen, da8 in b das 3., 7. und 14.
Bit gekippt waren. Die in Klammern an den Knoten notierten Werte sind die
nicht minimalen kumulierten Kantengewichte. Das minimale Gewicht steht
iiber dem Knoten, wenn es zu einer von oben einlaufenden Kante gehort,
ansonsten unter dem Knoten.
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(070) oF
(0,1)
(1,0)
(1,1)
110 011 101 111 110 empf. Wort
1 0 0 1 1  wird dekodiert

Abb. 6.6 Kumulierte Hamming-Distanzen und Dekodierung im 5-stufigen Trellis-Dia-
gramm zu Beispiel 6.4

Der durch obigen Algorithmus bestimmte Weg ist minimal, da nicht be-
trachtete Wege schon bei Zwischenknoten grofieres Gewicht hatten. Dieses
Vorgehen ist ein Grundprinzip der dynamische Optimierung. Es 148t sich
anschaulich an folgendem Beispiel begreifen. Ist von zwei Wegen von Aa-
chen nach Miinchen iiber Stuttgart der erste schon in Stuttgart der ldngere,
kann dieser insgesamt nicht der kiirzeste sein, und man kann ihn schon in
Stuttgart ausscheiden.

Allgemeine ML-Dekodierung bei beliebigen binéren, diskreten gedichtnis-
losen Kaniilen kann nach demselben Prinzip durchgefiihrt werden. Ist b =
(b1,...,bnr) das empfangene Kodewort, so stellt sich die Aufgabe

NL

maximiere H p1(bilc;)
i=1
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iiber alle zuldssigen Kodeworter (cq,...,cnr). Dies ist dquivalent zu
NL
minimiere Z (—Inpi (b)) (6.6)
i=1
iiber alle zuldssigen Kodeworter (cq,...,cnrz). Um eine Losung von (6.6) zu

bestimmen, sind in obigem Trellis-Diagramm lediglich die Kantengewichte
zu verandern. Die Kanten von ¢t = ¢ nach ¢t = ¢ 4+ 1 erhalten die Gewichte

N

- Z In p1(ben4jlcenj)-
j=1

Der Algorithmus selbst bleibt unveréndert und liefert eine Maximum-
Likelihood-Dekodierung des empfangenen Worts b.

6.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 6.1 C; sei ein (N, My, d;)-Kode und Cs sei ein (N, M, d2)-Kode iiber
dem Alphabet X. Der Kode Cs sei definiert durch

C3 = {(a,a+b) | aECl,bGCQ}.
Zeigen Sie, dafl C3 ein (2N, My Ms, d3)-Kode ist mit d3 = min{2d;,d>}.

Aufgabe 6.2 Zeigen Sie, da8 A,,(N,d) < m~ 9! Die Bezeichnungen sind hier-
bei wie in Satz 6.2 gewé&hlt.

Aufgabe 6.3 C C Vi (m) sei ein linearer Kode. Der Kode C’ entstehe aus C, indem

das letzte Symbol jedes Kodeworts aus C gestrichen wird. Zeigen Sie, daf§ C’ C
Vn—1(m) auch ein linearer Kode ist. C’" heifit gestutzter Kode (englisch: truncated).

Aufgabe 6.4 Man zeige, dal G = (110, B’) mit

00 2 2 2 2 2 2 2 2
B=12 200 2 2 2 111
21210210 21

die Generatormatrix eines perfekten linearen Kodes C iiber GF(3) mit d(C) = 3 ist.
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Aufgabe 6.5 Beim Fufiballtoto bedeutet 0 “unentschieden”, 1 “Heimsieg” und 2
“Heimniederlage”. Wieviel Tipreihen aus 13-mal 0, 1 oder 2 miissen Sie abgeben,
um bei 13 Spielen garantiert einmal mindestens 12 Richtige zu haben. Beschreiben
Sie die Tips durch die Kontrollmatrix eines linearen Kodes.

Hinweis: Aufgabe 6.4

Aufgabe 6.6 Man benutze den (7,4)-Hamming-Kode aus Beispiel 6.2 zum Kodie-
ren der Worter (1100), (1010), (1001), (0110), (0101), (0011).

Man dekodiere die empfangenen Worter (1000000), (0001000), (0000001) und
(1111111).

Aufgabe 6.7 Zeigen Sie, daB fiir £ > 2 jeder binire (2% —1,2% — 1 — k)-Hamming-
Kode C perfekt ist und d(C) = 3 erfiillt.

Aufgabe 6.8 Man betrachte den Faltungskodierer, dessen Funktion wie in (6.3)

1 1 1
durch die Matrix [ 1 1 1 | beschrieben wird. Skizzieren Sie ein zugehoriges
1 01

Schaltdiagramm. Dekodieren Sie das empfangene Wort (000110110110001) mit
Hilfe des Viterbi-Algorithmus.

Aufgabe 6.9 Bestimmen Sie einen binéren Faltungskodierer, der ein Wort unend-
licher Lange w = (u1,uz, . ..) mit unendlichem Gewicht w(u) = oo in ein Kodewort
a = (ay,az,...) mit endlichem Gewicht w(a) < oo kodiert. w bedeutet hierbei die
Hamming-Distanz aus (6.2). Faltungskodierer mit dieser Eigenschaft heiflen kata-
strophal.

Aufgabe 6.10 a(u) bezeichne das durch einen Faltungskodierer erzeugte Ausga-
bewort @ € {0,1}* bei Eingabe eines unendlichen Worts w = (uy,us,...). Zur
Beurteilung der Giite eines Faltungskodierers wird der mit Hilfe des Hamming-
Gewichts (6.2) durch

diree = min {w(a(u1) + a(u2)) | w1 # us € {0,1}>°}
definierte freie Abstand herangezogen.

Zeigen Sie, daB dee = min {w(a(u)) | w € {0,1}*°, u # o}. Man bestimme dfce
fiir den Faltungskodierer aus Beispiel 6.4.



7 Anhang: endliche Ko6rper

Endliche Korper und Vektorriume sind ein zentrales Hilfsmittel zur Kon-
struktion linearer Kodes in Kapitel 6.2. Die grundlegenden Begriffe aus der
Theorie endlicher Korper werden in einem kurzen Uberblick zusammenge-
stellt.

Definition 7.1 Eine Menge K mit |K| > 2, die unter den Operationen ‘+’
und “’ abgeschlossen ist (d.h. a+b € K und a-b € K fiir alle a,b € K), heifit
Korper (englisch: field), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1) K ist beziiglich + eine Abelsche Gruppe (d.h. es existiert ein neutrales
Element 0 und inverse Elemente, es gilt das Assoziativgesetz (a+b)+c =
a+ (b+ ¢) fiir alle a,b, ¢ € K und Kommutativitdt a +b = b+ a fiir alle
a,be IC).

2) KC\ {0} ist beziiglich - eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.
3) Es gilt das Distributivgesetz (a +b) -c=a-c+b-c fiir alle a,b,c € K.

Aus obigen Axiomen leiten sich die iiblichen Rechenregeln wie beim Umgang
mit reellen Zahlen her. Bei der Konstruktion von Kodes liegt das Hauptin-
teresse auf dem Fall, dal IC endlich ist. K heifit dann endlicher Korper oder
Galois-Feld der Ordnung m, wenn |K| = m, kurz: GF(m).

Bekannte Beispiele fiir endliche Koérper sind die Restklassenkérper Zj, in den
ganzen Zahlen, wenn m = p eine Primzahl ist. Addition und Multiplikation
werden durch den Rest bei Division durch p erklart, also a+b = a+b mod p
und a-b=a-b mod p, wobei der Bequemlichkeit halber fiir ‘4’ und ‘-’ auf
beiden Seiten dieselben Symbole verwendet werden. Auf der rechten Seite
ist die iibliche Addition und Multiplikation in den ganzen Zahlen gemeint.
GF(2) zum Beispiel hat die Rechenregeln 0+0 =14+1=0,0+1=1+0=1,
0-0=0-1=1-0=0und 1-1=1.

Die Frage ist nun, zu welchen m es iiberhaupt endliche Koérper gibt und wie
diese konstruiert werden. Hierbei helfen Polynome.
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Definition 7.2 Ein Ausdruck der Form a(D) = a, D" + a, 1 D" ' + -+ +
a1D + ag mit ag,ay,...a, € GF(m), a, # 0, heifit Polynom vom Grad n
iiber GF(m).

Das Symbol D in Definition 7.2 ist nicht als Variable im Sinn einer Dar-
stellung des Polynoms als Funktion zu betrachten. Im folgenden interessiert
lediglich die Menge der Polynome als algebraische Objekte, fiir die Addi-
tion und Multiplikation im weiteren erklart werden. Hierzu ist es bequem,
ein Polynom a(D) vom Grad n als a(D) = Y%, a; D" zu schreiben, wobei
die Koeffizienten ap+1 = apyo2 = -+ = 0 gesetzt werden. Der Grad eines
Polynoms ist dann der grofite Index der von Null verschiedenen Koeffizien-
ten. Summe und Produkt von Polynomen a(D) = 7% ;D" und Y 0, b; D"
werden nun definiert als

a(D) +b(D) = X Eq(a +b)D",
a(D) - b(D) = 322 ( Sjg aibji) D",

Uber GF(2) gilt zum Beispiel

(D*4+D?*+D+1)+ (D*+1) = D3+ D,
(D*+D*+D+1)-(D*+1)=D°+D*+ D +1.

Nimmt man noch das Polynom vom Grad 0, das alle Koeffizienten a,, = 0
hat, als neutrales Element hinzu, so kann leicht iiberpriift werden, dafl die
Menge der Polynome iiber GF(m) beziiglich + eine Abelsche Gruppe bildet.
AuBlerdem ist die Multiplikation kommutativ, assoziativ und distributiv mit
der Addition. Allerdings fehlen im allgemeinen die Inversen beziiglich der
Multiplikation, so dafl kein Korper geméfl Definition 7.1 vorliegt.

Fiir je zwei Polynome a(D) und b(D) existieren nach dem Euklidischen
Algorithmus eindeutige Polynome ¢(D) und r(D) mit Grad r(D) < Grad
b(D), derart dafl

a(D) = b(D) - ¢(D) + r(D).

(D) heifit Rest bei Division von a(D) durch (D). Er wird in Analogie zum
Modulo-Operator der Division in Z mit

r(D) = a(D) mod b(D)
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bezeichnet.

¢(D) und r(D) kénnen mit dem iiblichen Divisionsalgorithmus berechnet
werden. Zum Beispiel gilt iiber GF(2) fiir a(D) = D> + D* + D? + 1 und
b(D) = D? +1, daB

(D°+D*+D*+1 ) : (D*+1) = (D)+D?*+ D).
D° + D3
D* + D?
D3
D3+ D
D+ 1

Es folgt also (D® + D*+ D?+1) = (D?>+1)- (D3 + D?>+ D) + (D + 1) mit
c¢(D) = D3+ D?+ D und r(D) = D + 1.

Man sagt, das Polynom b(D) teilt a(D), wenn ein Polynom ¢(D) existiert
mit a(D) = b(D)-c(D). Ein Polynom heifit irreduzibel, wenn keine Polynome
b(D) und ¢(D) vom Grad grofier gleich 1 existieren mit a(D) = b(D) - ¢(D).
Der Grad einer Summe von Polynomen ist kleiner oder gleich dem Maxi-
mum der Grade der Summanden. Der Grad eines Produkts ist jedoch grofier
als dieses Maximum. Damit ist die Menge der Polynome vom Grad kleiner
oder gleich n nicht abgeschlossen beziiglich der Multiplikation. Die folgen-
de Polynommultiplikation garantiert die Abgeschlossenheit; auflerdem sind
unter ihr die Korperaxiome erfiillt.

Satz 7.1 Sei q(D) ein irreduzibles Polynom vom Grad n iiber GF(M). Die
Menge der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n— 1 iiber GF(m) bildet
unter Polynomaddition und der Multiplikation =, definiert durch

a(D) xb(D) = a(D) -b(D) mod ¢q(D),
einen Korper.

Die Menge der Polynome vom Grad kleiner gleich n—1 iiber GF(M) enthilt
offensichtlich m”™ Elemente. Ist m = p eine Primzahl, kann mit Satz 7.1 ein
Korper GF(p") der Michtigkeit p™ als Polynomreste iiber Z, konstruiert
werden. Dies sind bis auf Isomorphie auch die einzigen endlichen Korper.
Es kann gezeigt werden, daf endliche Korper der Machtigkeit m nur dann
existieren, wenn m = p" eine Primzahlpotenz ist, und dafl endliche Korper
gleicher Mé#chtigkeit bis auf Umnumerierung der Elemente iibereinstimmen.



Beispiel 7.1 Die Polynome vom Grad < 2 iiber GF(2) sind

{ap, a1, ..

.,ar} = {0,1,D,D+1,D% D?>+1,D*+ D, D>+ D+1}.
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D3+ D+ 1 ist ein irreduzibles Polynom iiber GF(2). Addition und Multipli-
kation in GF(8) werden geméf Satz 7.1 durch die folgenden Tafeln definiert.

+ la a1 ax a3 a4 as ag ay
ao ap a1 a2 as a4 a5 ag arg
a | a a a3 a2 a5 a4 ay Aae
az | a2z a3 ap a1 ag ar a4 Qs
az | ay a2 a1 GGy ar Gas a5 a4
a4 a4 G5 G ar Gp a1 az a3
as | s a4 ar G a1 4o a4z a2
as | ag ar a4 a5 Az a3 ap Qi
ar | ar Qg as a4 Gz G2 ai Aap

ap ai ag as a4 as Qg a7
ap ap an an ap an ap ap an
a (@ a a2 a3 a4 a5 Gae Ay
as aq a9 [e7} Qg as aq ar as
as aq as ag as ar Qy aq a9
Q4 ap [¢%} as a7 Qg as as aiq
as ap as aiq Q4 as a7 as Qg
Qg aq ag ar aq as as as [e7}
ar aq ar as as aq Qg Qy as
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