RWTH

Lehrstuhl fir Theoretische Informationstechnik TI

Zusatziibung zur Theoretischen Informationstechnik
Prof. Dr. Rudolf Mathar, Prof. Dr. Anke Schmeink, Andreas Bollig, Christoph Schmitz,
Milan Zivkovic
12.03.2012

TT I: Aufgabe 1-4
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Aufgabe 1. Gegeben sei eine , Multi-Hop-Ubertragung”, bei der Daten von der Quelle
zur Senke iiber n — 1 Zwischenstationen iibertragen werden. Alle Ubertragungskaniile seien
binédr symmetrisch und weisen identische Fehlerwahrscheinlichkeiten € € (0, %) auf.
a) Zeigen Sie mit Hilfe vollstéindiger Induktion, dass der resultierende Gesamtkanal ein
bindrer symmetrischer Kanal ist, der folgende Fehlerwahrscheinlichkeit €, besitzt:

en = 51— (1 - 22)") 1)

Hinweis: Dazu sind folgende Beweisschritte notwendig:

a) Zeigen Sie zunichst, dass die Reihenschaltung zweier bindrer symmetrischer
Kanéle (BSCs) mit unterschiedlichen Fehlerwahrscheinlichkeiten wieder einem
BSC entspricht.

b) Zeigen Sie dann, dass fiir eine Multi-Hop-Ubertragung mit einer Zwischenstation
(1) gilt (Induktionsanfang).

c) Zeigen Sie schlieBlich, dass aus der Giiltigkeit von (1) fiir n die Giiltigkeit von
(1) fiir n + 1 folgt (Induktionsschluss).

b) Bestimmen Sie die Kapazitit des resultierenden Gesamtkanals, der aus vier Zwischen-
stationen besteht, wobei die bindren symmetrischen Kanéle eine Fehlerwahrschein-
lichkeit von & = 0.1 aufweisen (bzgl. log,).

¢) Nun wird ein Gesamtkanal mit nur einer Zwischenstation betrachtet. Berechnen Sie
in Abhéngigkeit von £ die Wahrscheinlichkeit, dass eine fehlerfreie Bitiibertragung zu
der Zwischenstation vorlag, wenn wir wissen, dass das Bit fehlerfrei von der Senke
empfangen wurde?



Aufgabe 2. Eine absolut-stetige Zufallsvariable X mit folgender Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion sei gegeben.

fx(x)—{%(l_(x_l)Q) firb<z<2

o sonst

a) Bestimmen Sie b so, dass fx(z) die Voraussetzungen an eine Wahrscheinlichkeits-
dichte erfiillt.

b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion Fx(z).
c¢) Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X).

d) Bestimmen Sie die Varianz Var(X).

Gegeben sei nun eine weitere Zufallsvariable Y = T(X) = (X —1)?, die somit eine Funktion
der Zufallsvariablen X ist.

e) Teilen Sie den Definitionsbereich von fx(z) so in Teilintervalle auf, dass T'(z) auf
jedem dieser Intervalle injektiv ist. Wie lauten die Intervallgrenzen?

f) Bestimmen Sie fiir jedes dieser Teilintervalle jeweils die Umkehrfunktion 77! (y).

g) Bestimmen Sie nun unter der Zuhilfenahme der Ergebnisse aus den Aufgabenteilen
e) und f) die Verteilungsdichtefunktion fy (y).

Aufgabe 3. Gegeben sei eine diskrete gedachtnislose Quelle X mit dem Quellalphabet
X ={A, B,C}. Die Symbolwahrscheinlichkeiten seien P(X = A) = 0.7, P(X = B) = 0.2,
P(X =C)=0.1.

a) Berechnen Sie die Entropie der Quelle X bzgl. log,.

b) Konstruieren Sie einen bindren Huffman-Kode fiir Einzelsymbole und berechnen Sie
seine mittlere Kodewortlange.

¢) Kodieren Sie mit dem Huffman-Kode aus b) die Nachricht ,CCAB”.

d) Durch einen Fehler werde das erste Bit der kodierten Nachricht aus c¢) verfilscht.
Welche Nachricht wird in diesem Fall dekodiert?

¢) Bestimmen Sie die Entropie der Quelle fir Symbolpaare (Blocke aus 2 Symbolen)
bzgl. log,.

f) Konstruieren Sie einen bindren Huffman-Kode fiir Symbolpaare und berechnen Sie
seine mittlere Kodewortldnge je Symbol.

g) Gegeben sei ein bindrer symmetrischer Kanal (BSC) mit Fehlerwahrscheinlichkeit
e = 0.2. Die Quelle X soll nun iiber diesen Kanal iibertragen werden. Wieviele
Kanalnutzungen des BSC diirfen im Mittel pro Symbol nicht unterschritten werden,
um eine asymptotisch fehlerfreie Ubertragung zu ermoglichen? Hierbei wird eine
optimale Quellen- und Kanalkodierung angenommen.



Aufgabe 4. Gegeben sei ein Fadingkanal mit dem Ausgangssignal
Y=H- X.

Hier repréasentiert H den Kanal und X das Eingangssignal. Der Kanal H und das Ein-
gangssignal X sind stochastisch unabhéngig.

Des Weiteren seien sowohl der Kanal H als auch das Eingangssignal X bindre und
stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen, die jeweils die Werte 0 und 1 annehmen kon-
nen. AuBerdem gelte P(H = 1) = % Die Kanalrealisierung H ist dem Empfanger nicht
bekannt.

a) Berechnen Sie die Kapazitit (in bit/Kanalnutzung) und die kapazitétserreichende
Eingangsverteilung.

Nun verédndert sich das Verhalten des Fadingkanals. Wir nehmen an, das die Kanalre-
alisierung H immer noch eine bindre Zufallsvariable ist, die jetzt die Werte 1 und —1
annehmen kann. Wie vorher gelte P(H = 1) = % Auflerdem sei das binédre Eingangsignal
jetzt durch die Werte 1 und —1 gegeben.

b) Wie grof} ist die Kapazitdt im Fall, dass H dem Empfénger nicht bekannt sei? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

c) Wie grof ist die Kapazitit im Fall, dass H dem Empfanger bekannt sei? Begriinden
Sie Thre Antwort.



Aufgabe 5. Gegeben sei ein Fading-Kanal mit dem Ausgangssignal
Y=H X+Z

Hier reprasentiert H den Kanal, X das Eingangssignal und Z additives Rauschen. Der
Kanal H, das Eingangssignal X und das additive Rauschen Z sind gemeinsam stochastisch
unabhingig.

a) Zeigen Sie, dass das Wissen der Kanalrealisierung H die Kapazitét vergroBert, indem
Sie zeigen, dass folgende Ungleichung gilt:
I(Y;X) < I(Y; X|H)
Nun nehmen wir an, dass die Kanalrealisierung fest den Wert 1 hat, d.h. das Kanalmodell
lautet nun
Y=X+7

Des Weiteren sei das additive Rauschen Z gleichverteilt auf dem Intervall —% <z < %

b) Das Eingangssignal X sei gleichverteilt auf dem Intervall —% <z< %

1. Bestimmen und skizzieren Sie die Dichte fy (y).

2. Berechnen Sie die Transinformation /(Y; X) (in bit/Kanalnutzung).

Hinweis: Die differentielle Entropie einer dreiecksverteilten Zufallsvariable U
mit dem Tréger [0,v],v € (0,00) und der Dichte

2
Jowy=4q —%+2 fir0<u<y

ist gegeben durch

1 v
H(U) = - +1og (5)
(U) =5 +log (3
Nun werden beziiglich der Eingangsverteilung keine einschrdnkenden Annahmen mehr
gemacht, abgesehen davon, dass es eine Begrenzung der Momentanleistung gibt, so dass
—laox<l
2 =~ =9

c) Bestimmen Sie wunter diesen Bedingungen die Kapazitidt des Kanals (in
bit/Kanalnutzung) und geben Sie die kapazititserreichende Eingangsverteilung an.

Hinweis: Es gilt folgender Satz:
Sei V' eine Zufallsvariable mit dem Tréger [v1,v]. Die differentielle Entropie H (V)
wird durch die Gleichverteilung, d.h. V' ~ R(vq,v3), maximiert.

d) Beweisen Sie den im Hinweis zu c¢) angegebenen Satz.



Aufgabe 6. Betrachten Sie den parallelen Gauflkanal
Y=X+Z

mit der Eingabe X und dem Rauschterm Z. Dabei seien X und Z stochastisch unabhéngig
und es sei Z ~ N (0, Xz) mit

o po?

Fiir die Eingabe gelte eine Leistungsbeschriankung von L > 0.

a) Berechnen Sie die Kapazitit des Kanals in Abhiingigkeit von 0%, p und L. Wie
grofl muss die Leistungsbeschriankung L mindestens sein, damit sich der Kanal wie
zwei parallele Kanéle verhélt, d.h. die Leistungen in beiden Teilkanélen positiv sind?

b) Bestimmen Sie diejenige Verteilung von X in Abhéngigkeit von o2, p und L, fiir die
die Kanalkapazitdt angenommen wird.

Aufgabe 7. Gegeben sei der MIMO-Kanal Y = HX + Z. Die Leistungsbeschrinkung
betrage L = 5. Fiir die additive Storung gelte Z ~ SCN(0, 714). Die Kanalmatrix H sei

\%ei% 0 \%e’%

1 ir

H— 1 0 756 4
0 V7 0
\i@e’%ﬁ 0 1

a) Geben Sie die Anzahl der Sende- und Empfangsantennen an.
b) Berechnen Sie die Kapazitét des Kanals (bzgl. In).

¢) Geben Sie eine Kovarianzmatrix @ an, so dass fiir die Eingabe X ~ SCN(0,Q) die
Kapazitit des Kanals angenommen wird.

d) Zum Empfang stehe nun nur die dritte Empfangsantenne zur Verfiigung. Wie hoch
muss die Leistung L sein, um die gleiche Kapazitit wie im Aufgabenteil b) zu erzielen?

Aufgabe 8. Wir betrachten die Ubertragung von Daten zwischen den drei Stédten
Hamburg, Frankfurt und Stuttgart. Sowohl zwischen Hamburg und Frankfurt, als auch
zwischen Frankfurt und Stuttgart gibt es eine Datenleitung. Fiir Ubertragungen von Ham-
burg nach Stuttgart werden beide Leitungen genutzt, es gibt also keine direkte Leitung
zwischen Hamburg und Stuttgart.

Auf der Datenleitung von Hamburg nach Frankfurt kann maximal eine Datenrate von
20 Mbit/s iibertragen werden. Andererseits besitzt die Datenleitung von Frankfurt nach
Stuttgart eine Kapazitét von 25 Mbit/s.

Eine Marktanalyse hat ergeben, dass aufgrund der Konkurrenzsituation die in der fol-
genden Tabelle angegebenen Preise fiir die Dateniibertragung zwischen den verschiedenen



Verbindung Hamburg - | Frankfurt - | Hamburg -
Frankfurt | Stuttgart | Stuttgart
erzielbarer Preis pro Mbit/s in Euro pro Monat 20 18 30
maximale Nachfrage in Mbit/s 16 20 12

Stadten erzielt werden konnen. Des Weiteren hat diese Analyse ergeben, dass die maxi-
male Nachfrage nach Dateniibertragungen zwischen den verschiedenen Stéddten begrenzt
ist, siche ebenfalls folgende Tabelle.

Die Nutzung der Datenleitungen soll nun so optimiert werden, dass der Ertrag des Be-
treibers maximiert wird.

a) Formulieren Sie das zugehorige Optimierungsproblem als lineares Programm.

Nun nehmen wir an, dass die beiden Datenleitungen von zwei verschiedenen Unternehmen
betrieben werden. Den Ertrag aus Dateniibertragungen zwischen Hamburg und Frank-
furt erhélt Unternehmen A, den Ertrag aus Dateniibertragungen zwischen Frankfurt und
Stuttgart erhélt Unternehmen B. Den Ertrag aus Dateniibertragungen zwischen Hamburg
und Stuttgart erhélt zur einen Hélfte Unternehmen A und zur anderen Hélfte Unternehmen
B.

Zunéchst soll die Nutzung der Datenleitungen durch jedes Unternehmen unabhéngig op-
timiert werden, so dass fiir jedes Unternehmen der Ertrag maximiert wird. Dabei soll
angenommen werden, dass der Anteil an Ubertragungen zwischen Hamburg und Stuttgart,
die beide Unternehmen betreffen, in beiden Optimierungen unabhéngig gewahlt werden
kann.

b) Formulieren Sie das zugehorige Optimierungsproblem fiir Unternehmen A als lineares
Programm. Losen Sie das Optimierungsproblem grafisch. Geben Sie auflerdem den
maximalen Ertrag an.

¢) Formulieren Sie das zugehorige Optimierungsproblem fiir Unternehmen B als lineares
Programm. Losen Sie das Optimierungsproblem grafisch. Geben Sie auflerdem den
maximalen Ertrag an.

Nun soll wieder das urspriingliche Optimierungsproblem aus a) betrachtet werden.

Sei (zpr, A, Tus, o) die Losung des Optimierungsproblems in b) und sei (zr.s B, zns, B) die
Losung des Optimierungsproblems in c¢). Hierbei sei xy.p, o die genutzte Datenrate fiir die
Verbindung zwischen Hamburg und Frankfurt und entsprechend xp.g g zwischen Frankfurt
und Stuttgart. zp.g A und zpg, g sind die gefundenen Losungen fiir die genutzten Daten-
raten zwischen Hamburg und Stuttgart, einerseits aus der Optimierung fiir Unternehmen
A in b) und andererseits aus der Optimierung fiir Unternehmen B in c).

d) Ist (zur, A, 2r.s, B, max{Tus, A, Tus, B}) die Losung des Optimierungsproblems in a)?
Begriinden Sie Thre Antwort.

e) Ist (zmr, A, Trs B, min{zngs a,rns p}) die Losung des Optimierungsproblems in a)?
Begriinden Sie Thre Antwort.



