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Aufgabe 1. Gegeben seien drei Radarstationen, die gleichzeitig aber unabhéngig zur
Detektion von Flugzeugen genutzt werden sollen. Die Wahrscheinlichkeiten, dass ein vor-
beifliegendes Flugzeug von den einzelnen Radarstationen korrekt detektiert wird, betragen
P =09, P, =08 und P; =0.7.

a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Radarstationen die Anwe-
senheit eines Flugzeugs korrekt detektieren?

b) Es kann zu zufélligen Ausfillen der Stationen kommen, bei denen kein Detektions-
ergebnis vorliegt. Diese Ausfélle treten bei allen Stationen unabhéingig und mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Es liege die Entscheidung nur einer Radarstation
vor, welche die Anwesenheit eines Flugzeugs korrekt detektiert hat. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit handelt es sich um die Entscheidung der ersten Radarstation?

¢) Nun sei genau eine der Radarstationen durch einen Ausfall betroffen. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, dass von den beiden {ibrigen Stationen eine die Anwesenheit
eines Flugzeugs korrekt detektiert und die andere das Flugzeug nicht detektiert, wenn
nicht bekannt ist, welche Station ausgefallen ist?

Aufgabe 2. Gegeben sei ein normalverteilter Zufallsvektor X = (X7, X5)" mit Er-
wartungswert g = (pu1, o) und Kovarianzmatrix
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AufBlerdem sei ein weiterer Zufallsvektor Y gegeben durch

wobei 0 < [p] < 1.

Y = AX

wobei A eine orthogonale Matrix ist.

a) Bestimmen Sie die Verteilungsdichtefunktion von Y in Abhéngigkeit von A, p, und
C.



Nun seien die folgenden Zufallsvariablen gegeben:
Z7=X+X;
(IDZK(Xl,XQ), NS [0,271')

Von nun an gelte p = 0.

b) Berechnen Sie die gemeinsame Verteilungsdichtefunktion von Z und ®.

c) Geben Sie das p in C an, fiir das Z und ® stochastisch unabhéngig sind. Bestimmen
Sie fiir diesen Fall die Verteilungsfunktion von Z.

Aufgabe 3. Gegeben seien eine bindre gedachtnislose Quelle X mit dem Quellalphabet
X = {0,1} und den Symbolwahrscheinlichkeiten P(X = 0) = 0.1 und P(X = 1) = 0.9,
sowie ein bindrer symmetrischer Kanal (BSC) mit Kanalfehlerwahrscheinlichkeit ¢ = 0.2.

a) Bestimmen Sie die Entropie der Quelle X bzgl. log,.
b) Konstruieren Sie einen bindren Huffman-Kode fiir Blocke aus je drei Quellsymbolen.

¢) Bestimmen Sie die erwartete Blockfehlerwahrscheinlichkeit P, nach Ubertragung der
unkodierten Blocke iiber den BSC, wobei ein Block genau dann korrekt iibertragen
wird, wenn alle Bits des Blocks korrekt iibertragen werden.

d) Bestimmen Sie nun die erwartete Blockfehlerwahrscheinlichkeit PX nach Ubertra-
gung der wie in b) kodierten Blocke tiber den BSC, wobei ein kodierter Block genau
dann korrekt iibertragen wird, wenn alle Bits des kodierten Blocks korrekt iibertragen
werden.

Aufgabe 4. Gegeben sei folgender bindrer Kanal (Z-Kanal):

Oe 1 o O
X € Y
10 e
1-¢

P(X =0)=¢q
PX=1=1-gq.

a) Berechnen Sie die Transinformation zwischen X und Y in Abhéngigkeit von ¢ und e.

b) Berechnen Sie fiir den Fall € = 0.5 die kapazitéitserreichende Eingangsverteilung und
die Kapazitat in bit/Kanalnutzung.

c) Wie grof ist die Kapazitit im Fall e = 1?7 Kommentieren Sie das Ergebnis.



Aufgabe 5. Gegeben sei ein Fading-Kanal mit dem Ausgangssignal
Y=H X+Z

Hier représentiert H den Kanal. Der Kanal H sei reell und kann nur zwei Werte annehmen:
H e {\/ﬁ, \/ﬁ} Beide Werte werden mit gleicher Wahrscheinlichkeit angenommen, d.h.
P(H =+/0.5) = P(H = y/1.5) = 0.5. Des Weiteren sei X das reellwertige Eingangssignal,
das folgender Leistungsbeschriankung unterliege:

E(X?) < 1.

Die Kanalrealisierung H und das Eingangssignal X sind stochastisch unabhéngig. Schliefllich
ist Z additives weifles Gaufisches Rauschen mit Z ~ N(0, 1).

a) Zeigen Sie, dass folgende Ungleichung gilt:
(Y. H), X) > I(Y, X).

Dies bedeutet, dass die Transinformation zwischen Sender und Empfanger grofier ist,
wenn der Empfénger die Kanalrealisierung kennt.

b) Berechnen Sie die Kapazitét fiir den Fall, dass der Empfianger den Kanal kennt (bzgl.
In).

Nun seien H und X nicht mehr notwendigerweise stochastisch unabhéngig.

c¢) Jetzt sei neben dem Empfinger auch dem Sender die Realisierung des Kanals bekannt.
Somit kann der Sender die Sendeleistung an die Kanalrealisierung anpassen.

Zur Bestimmung der optimalen Sendeleistung kann man diese Situation als einen
parallelen GauBkanal mit zwei Kanélen (Kanal 1 und Kanal 2) modellieren. Kanal-
nutzungen bei der Kanalrealisierung H = v/0.5 korrespondieren dann zu Nutzungen
von Kanal 1, wohingegen Kanalnutzungen bei der Kanalrealisierung H = /1.5 zu
Nutzungen von Kanal 2 korrespondieren.

Berechnen Sie die Kapazitét des Kanals in diesem Fall (bzgl. In). Sind in diesem Fall
die Kanalrealisierung H und das Eingangssignal X stochastisch unabhéngig?

Aufgabe 6. Fiir ein Mobilfunksystem sollen zwei Kanile mit additivem Gaufischen
Rauschen zur parallelen Nutzung mit einer gemeinsamen Leistungsbeschréinkung von L = 5
gebiindelt werden. Die additive Stérung sei durch einen zweidimensional normalverteilten
Zufallsvektor Z = (Zy, Z5)' mit E(Z) = (0,0)" und folgender Dichte beschrieben:

fz(21,22) = W\l/ge

—3 (e} —2122423)

a) Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage ,,Die Stérungen Z; und Z, sind stochastisch
unabhéngig”.

b) Berechnen Sie die Kapazitit des gebiindelten Kanals (bzgl. In).



c) Geben Sie die Kovarianzmatrix @ an, fiir welche die Eingabe X ~ N»(0,Q) die
Kapazitit des Kanals erreicht.

Aufgabe 7. Gegeben sei ein komplexer MIMO-Kanal Y = HX + Z mit Leistungs-
beschrankung L = 6. Fiir die additive Storung gelte Z ~ SCN(0, 1613). Die Kanalmatrix

H sei
0 1

1
H=|2 0 -2
02 0

a) Geben Sie die Anzahl der Sende- und Empfangsantennen an.
b) Berechnen Sie die Kapazitiat des Kanals (bzgl. In).

c) Geben Sie eine Kovarianzmatrix Q an, so dass fiir die Eingabe X ~ SCN(0, Q) die
Kapazitit des Kanals angenommen wird.

Aufgabe 8. Eine Firma beabsichtigt, ein Rechenzentrum zu bauen. Dafiir stehen zwei
verschiedene Servertypen zur Auswahl, die verschieden leistungsfihig sind und verschiedene
Kosten verursachen, siehe Tabelle.

Typ A B
Kosten [Euro pro Zeiteinheit] 10000 5000
Geschwindigkeit [mazimal mdégliche Anfragen pro Sekunde] || 1000 600

Des Weiteren sind folgende Randbedingungen zu beachten:

e Insgesamt miissen die Server in der Lage sein, mindestens 5000 Anfragen pro Sekunde
zu verarbeiten.

e In dem Rechenzentrum ist Platz fiir maximal 8 Server. Der Typ spielt hierfiir keine

Rolle.

e Da Servertyp A eine geringere Latenz besitzt, die fiir bestimmte Anfragen benétigt
wird, sind mindestens 2 Server vom Typ A notwendig.

Die Server sollen nun so ausgewahlt werden, dass alle Bedingungen erfiillt werden und die
Kosten minimiert werden.

a) Formulieren Sie das zugehorige Optimierungsproblem in kanonischer Form.

b) Losen Sie das Optimierungsproblem grafisch. Geben Sie auflerdem die minimalen
Kosten an.



